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Biegelinie eines Tragers

=]

®  Mathematische / Fachliche Inhalte in Stichworten:
Biegelinie, Differentialgleichung, Krimmung, Lastfalle

® Kurzzusammenfassung
Berechnung der Gleichung einer Biegelinie eines Balkens in verschiedenen
einfachen Lastfallen mit Hilfe der Differentialrechnung. In einem kleinen
theoretischen Teil wird die Gleichung der Biegelinie kurz hergeleitet. Die
Ermittlung der Querkraft- und Momentenfunktion wird (in 2 Varianten) am Beispiel
mit einer mittigen Kraft vorgefihrt.

®  Didaktische Uberlegungen / Zeitaufwand:
Die Theorie und die anschliellenden Beispiele sollen als Anregung dienen, wie
dieses Kapitel behandelt werden kann. Die Ausfihrung ist als Unterstutzung zum
Theorie-Vortrag gedacht und nicht zum Selbststudium.

® Lehrplanbezug (bzw. Gegenstand / Abteilung / Jahrgang):
Bautechnik: Statik, Angewandte Mathematik

®  Mathcad-Version:
Mathcad 2001

]
INHALT :
B THEORIE

B FEinseitig eingespannter Tréger mit Dreieckdast
B Biegdinieeines Trager mit mittiger Einzellast

B Bemerkungen zur Besimmung von Q und M bei Trager mit Einzellasten am
Beispiel mit einer mittigen Kraft
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Theorie zuriick zum INHAL T

Bei gegebnener Durchbiegungsfunktion

v =f(x)

berechnet sich die Krimmung in einem
Kurvenpunkt aus:

Hinweis : v" gibt man mit v <Strg><Shift><K> " <Strg><Shift><K> ein
Leider funktioniert v' nicht, es funktioniert aber mit

v <Strg><Shift><K> 'x <Backspace> <Strg><Shift><K>,

(als Apostroph muf3 der linksgerichtete hergenommen werden!)

In der spannungslosen neutralen Faser tritt keine Dehnung auf, ihr Verlauf wird Biegelienie genannt.
Bei kleinen Verformungen gilt das HOOK 'scher Gesetz

s = Exeq
E : Elastizitatsmodul
eo: Dehnung
Aus den dhnlichen Dreicken folgt: Nach HOOK gilt:
dx ds . dx e = ds_s
— = — auflésen,ds ® — xd dx E

r d r

dx s xdx . E

— xd = auflésen,r ® dx—

r E s

; 3
,81 . (W2t E |ersetzen,v=0
———— =dx— . ®
A s | auflésen, V' d xE

Fur die Spannung s kann nun eingesetzt werden: s = w

Daraus ergibt sich schlief3lich e M(x)

die Gleichung der Biegelinie: T ExJ

Es gelten - nun ohne weitere Begriindungen - die folgenden Beziehungen:

E xJ xv" = q(x) g(x) Belastungsfunktion | d <

E xJ xV" = -Q(X) Q(x) Querkraftsfunktion T <
- <

E xJ xV' = -M(x) M (x) Momentenfunktion t +M
X
v =f(x) v Verformung ( Durchbiegung) i v -
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Einseitig eingespannter Trager
mit Dreieckslast Zuriick zum INHALT

4—maxq—»

< lang >

. ma
Belastungsfunktion q(x) = Xa xX
lang
E xJ xv" = q(X) Es soll E xJweggelassen werden.

Nur die Differentialgleichung v"™ = q(x)wird betrachtet.

oo

agnaxq o 1 maxq 2
~ xX=dX ® — x xX
& lang 12 2 lang

oo O

Esist nun E xJ xv" =-Q(x)wennman _Q(x) := % setzt folgt:

1 max 2
_Q(X) = xx + Cqp
2 lang
2 1 maxq 3
. _Q(X)dx® —x xX~ + Cq xX
8 6 lang

Esist nun E xJ xv' =-M(x) wennman _M(x) := E—(J) setzt folgt:

1 maxq 3
M(X) = —x xX + Cq1xxX+ Co
6 lang
9 1 max 1
o MX)dx® — x qxx4+—xC1xx2+C2xx
8 24 lang 2
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Esfolgt somit V:

1 maxq 4 1 2
V(X) == — x xX + —xCq xX + Coxx + C3
24  lang 2
8 max 1 1
O V(x) dx ® x d ><X5 + —xCq ><x3 + —xCo ><x2 + Cg xX
8 120 lang 6 2

Damit ist die Funktion der Biegelinie bis auf die Konstanten C bestimmt.

1 maxq 5 1 3 1 2
X XX +—xC1xx +—><C2><X +C3><X+C4
120 lang 6 2

V(X) :=

Konstante durch die folgenden Randbedingungen festlegen

Wennx =0 gilt v=0

ersetzen,x =0

0=v(x ® 0
9 auflésen, Cy
Cs4:=0
Wennx =0giltv'=0

1 maxq 4 1 > ersetzen,x =0
0=—x xX + —=xCq1xx" + Coxx + Cg . ® 0

24  lang 2 auflosen, C3
C3=0

Wenn z = lang gilt Moment v"' =0

1 maxg 3 1 2
0= E x I xX + Cq xx + Co ersetzen,x =lang ® 0= E xmaxq xlang™ + Cq xlang + Cy
ang

Wenn z = lang gilt Durchbiegung v=0
C3 =0und C4 =0 sind schon berlcksichtigt

1 maxq 5 1 3 1 2
= x xX~ + = xCqp xX~ + —xCoxX" + Cgxx + Cy4 ersetzen,x =lang ® 0=
120 lang 6 2

xmaxq xle
0

Heinz Slepcevic 2000/ 2001




HTBL Graz (Ortweinschule) Biegelinie eines Tragers Seite 5von 22

Berechnen von C1 und C2

Vorgabe

1
0= E xmaxq xlang2 + Cq xlang + Co

0 L m lang” 1 Cyq I 3,1 Co xl 2
= xmaxq xlang  + — xCq xlang~ + — xCp xlan
120 q g 6 1 g > 2 g

9 maxg xlan
&=, x
g 40 a 9
suchen(Cl,Cz) ® c

5+
xmaxq xlang~ -
@120 a g g

~

Nun kénnen die Funktionen Q(x), M(x) und v(x) angegeben werden.

Querkraftsfunktion
max -9 O
Q(x) = gel x g xx2 + — xmaxq xlangg
@2 lang 40 g

Momentenlinie

el maxq 3 -9 20
-r— X xX~ + — xmaxq xlang xx + xmaxq xlang™ =
@6 lang 40 120 I}
-1 (20 ><x3 - 27 ><Iang2 xX + 7 xlang3)

M(x) = xmaxq x
) 120 a lang
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Biegelinie
1 maxq 5 1 &9 6 3 1
x xX~ + — xr— xmaxq xlang=xx" + — xr
120 lang 6 &40 o 2 ¢
1 2 (2 ><x3 -9 ><Iang2 xX + 7 xlangs)
v(X) = xmaxq xx x
240 lang

Nun die fehlenden Parameter fir die Belastung und die Lange definieren:

maxq =1 lang:=5
max
q(x) := a xX
lang
Q(x) 1 maxq x2 9 maxq xlan
=X X + — X X
2 lang 40 a 9
- (20 ><x3 - 27 ><Iang2 xX + 7 xlangs)
M(X) := xmax(q x
120 lang
1 2 (2 ><x3 -9 ><Iang2 xX + 7 xlangs)
v(X) = xmaxq xx~ x
240 lang

x_:=0,0.1. lang

q(x)
T
- Q)

7

20 2
xmax(q xlang™ = xx
[

Bemerkung: "x_" statt "x" wird hier verwendet, weil weiter unten mit "x"
wieder symbolisch gerechnet wird

- M(x) 0
-v(x)
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Biegelinie eines Tragers

mit mittiger Einzellast. zuriick zum INHAL T
L —

v =f(x) v Verformung ( Durchbiegung)

E xJ xV' =-M(x) M(x) Momentenfunktion

E xJ xv" =-Q(x) Q(x) Querkraftsfunktion

E xJ xv" = q(x) g(x) Belastungsfunktion

Gegeben : Einzellast P
Langel
P
A B
| |
F " Fs
L —
Die Momentenfunktion hat daher folgende Form:
P xx . . . .
M(x) = > x ist nur im Intervall O bis 1/2 definiert !
Q 2
. o o -P -1
Ableitung der Momentenlinie ) i dx ® — xP x X
5 2 xE xJ 4 E xJ
(0]
An der Stelle x=1/2 1 2 auflésen, C1 1 2
hat die Biegelienie — xP x +C1=0 |® — xPx
die Steigung O; 4 ExJ ersetzen, x = - 16 E xJ

daher kann C1
berechnet werden.
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1 X1 B _ 1 (a2 ) )
— xP x + — xP x vereinfachen ® — xP x—— Y
4 ExJ 16 (E xJ) 16 E xJ
6
o 1 (4P 1 P e 3 2 s
0 —xPx——  dx® — x xr— xX - |7 xX=
o 16 (E xJ) 16 ExJ @3 a
0
Die Biegelienie hat . 0
im Aufl =0 di 1 P , ersetzen, x =
'm Au ggerx e — X x:@xxs- |2xx9+ C2=0 . ® 0
Durchbiegung 0 16 (ExJ) @3 7 auflésen, C2

Durchbiegungsfunktion
- P
fdurch(x) = — x—— xZ 3 . 12 xx0
6 ExJ e3 %)

Berechnung der Maximaldurchbiegung an der Stelle x=1/2

-1 P 3 2 9 | 1 P 3
— x xr— xX - |7 xx=ersetzen,x=— ® — x x|
16 (ExJ) @3 7 2 48 E xJ
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Beispiel
[:= 500 P := 100 E := 2100 J := 10000

x:=0,1. 500

.1 P )
fdurch(x) = — x—— xZ 3 . 12 xx8
16 E xJ é3 I}

fdurch(0) = 0
fdurch(100) = 7.044

| .
fdurch=2 = 12.401
e2g

40T 2

20T

- fdurch(x) f f f f

-20+

-40+

Achtung Die Durchbiegungsfunktion ist nur im Intervall [0,1/2] definiert! fdurch(l) = -12.401
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Bemerkungen zur Bestimmung von Q und M bel Trager
mit Einzellasten am Beispiel mit einer mittigen Kraft zuriick zum INHALT

I
|:= 10 P:=5

Unstetigkeitsstellen der Einzellast werden mit der " wenn()" Funktion
behandelt

Fa = P Fg=F
A= > B-=FA
. | o
Belastungsfunktion q(x) = wennax = — P, 02
e 2 g
P+Fap+Fg=0 q(5) =5
Querkraftlinie Q(Xx) = wennZx £ — .-Fa, F39
e 2 )
o g .| u
Momentenlinie M(X) := wennax £ > Faxx,Fgx(l- x)n
é a
x:=0,0.01. 1| M(5) =-12.5

a(x)

Q(x)

M(x)
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Ansatz mit Vektoren fur die x-Koordinaten.

Der Tréager wird bei diesem Ansatz in N gleiche Teile geteilt.
Fir die Anschaulichkeit dieser Darstellung soll:

die Langel ganzzahlig sein
die Anzahl N der Teilungen gleich der Lange des Trégers sein.

Aufbau des x-Vektors
Die einzelnen Elemente enthalten die x-Koordinaten der Tragerunterteilungen

Lange | mul3 fur diesen Ansatz

I=10 ganzzahlig und positiv sein
N:=1
x=1.N Diese ist ein Bereich und kein
Vektor!
Erzeugen des x-Vektors i=0.N
xvek; = i xvesz 0111234 |5|6|7]|8]|9]10
O| Of 1| 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8| 9|10

Belastungsvektor Pvek

kraft(a,P,N):= | for i1 0..N
kraft; - P if i=a

Kraft im Punkt x=a

kraft; - O otherwise

kraft
Pvek:=kraftria\e—|,P,N9 Pvesz 0j1)12)3]4|5]/6]7]8]9]10
€2 g o| ol ol o] o] o| 5| o] o] o| of O

Auflagerkréfte in die Elemene mit den Index O und N eintragen:

Pvekg = Fp Pveky = Fg

Vektor der Einzelkrafte

PvekT =

2000/ 2001
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Querkraftvektor Q(Pvek,N) := | Qvekg -~ (- Pvek)0

for i1 1. N
Qvekj - Qvekj. 1 - Pvek;

Qvek

Qvek := Q(Pvek, N) QvekT =

Momentenvektor M(Qvek,N):= [Mg- O

sq- 0

for i1 1. N
sg - sq + Qvek. 1
Mj - -sq

Mvek := M (Qvek, N)

Mvesz 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 0| -2.5 -5| -7.5| -10|-12.5| -10| -7.5 -5 -2.5 0
Darstellung der Vektoren i=0.N
55 ST
Pvek 1 ) ) ) ) |
0 2 4 6 8 10
-5+
Quek;
Mvek;
-10+
- 12.5_15__
0 i |
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