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Freie Schwingung - Losungsfalle

Mathematische / Fachliche Inhalte in Stichworten:

Differentialgleichung 2.0rdnung mit konstanten Koeffizienten, Schwingung

Kurzzusammenfassung
Die Losungsfalle der Freien Schwingung werden rechnerisch und graphisch
analysiert - die Grafiken erlauben die selbstandige Veranderung der Parameter k
(Federkonstante), d (Dampfungsfaktor) und m (Masse)

Didaktische Uberlegungen / Zeitaufwand:

Ublicherweise werden die Konstanten k, d, und m durch w und k bzw. d ersetzt.
Dies erfolgt hier absichtlich nicht, um eine anschaulichere Variation und
Interpretation der Parameter in der Grafik zu ermdglichen!

Lehrplanbezug (bzw. Gegenstand / Abteilung / Jahrgang):
Angewandte Mathematik, 4.Jahrgang, alle Abteilungen

Mathcad-Version:
Mathcad 7 /8 /2000 / 2001

4]

Aufgelen der Schwingungsaleichung

Federkraft bei Auslenkung - proportional dem Weg s k>s k...Federkonstante
Dampfung - proportional der Geschwindigkeit isd d... Dampfungsfaktor
dt
A hai 2
Massentrégheit d_2 -
dt
o d? d
diesergibt die Gleichung —sm+ —sd + ks=0
dtz dt

diesist einelineare Differentialgleichung 2.0rdnung mit konstanten K oeffizienten

nach Division durch m erhalten wir d

und mit dem Ansatz (t) :eI ? daraus i K
die charakteristische Gleichung I+ XE + E =0
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Bestimmung der Ldsung der charakteristischen Gleichung
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nun missen wir 3 Falle unterscheiden, in Abhangigkeit der Diskriminante
1. Fall ;1 1lund1 2 sind komplex

In der Regel wird die Diskriminante negativ sein, da der Dampfungsfaktor (deutlich) kleiner sein wird al's
das Produft aus k* m (Federkonstante* M asse).

somit erhalten wir, dal ,, 1, jakomplex sind, als Losung der DG

-1.d
T te e 2 6 2 64
Adom - d ® Jadkm - d
s(t) =e 2.m XL CCOSC—x————%7 + CopGiNC—x———% 7
2 g2 m @ a2 m od
wir versuchen nun die Koeefizienten C, und C, auszurechnen.
Randbedingung 1: Auslenkung zum Zeitpunft t,=0ist 0
1d
2 e 4% J4>k>m d
O=e 2m><CC>cosC >O+C><S|nC

e
ergibt 0=Cy

Somit lautet nun die neue Funktionsglei chung

1d
—x—d \/72 60
st)=e 2.m LCo )anelx—bkwn- d N

é @2 m o0

Randbedingung 2: Anfangsgeschwindigkeit zum Zeitpunkt t0=0sel vO

wir leiten also ab

-1.d
S @y [T
dkxm - d
s(t) =e 2.m XCo ><smC—><L>¢++
e g2 m 20
20 2 0 o]
-1 1d * 2 adom- d 1 & (akm- d
is(t) :—>e<p§e >¢_>C XX —>dainC— xLﬁi —><:osC—><L>¢+ AKX - d2+
dt 2 g2 mg &m @2 m g m @2 m a a
Einsetzen von s(t)=v, und t=0 ergibt Auflésen nach C,
2 Vo
1 dkxm - d Cop=2——m
2 m d4>m - d
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somit erhalten wir die endguiltige (Schwingungs)Gleichung mit

-1d
2 & & \/ 4xKm - dzﬁgg
ST e

s(t) =e m xCC xSiNC—
g2 m 20

Vo 2 adom - d2>¢._?

el d
s(t)—2>e<p~ ><—>¢_><—>m>enC—
@2 m @

oder
2 m
e 2 | a4om- d

Wir definieren die Gleichung nun so, dafl3 wir die Parameter variieren kbnnen. Zur Kennzeichnung des
Losungsfalles 1 nennen wir die Funktion s1

1d.g Vv A% ¢
si(t.k,m,d,vq) = 2>e<p§e—>£><t9><—0>em>sm<:—><\WLd 5
e 2 m %) e2 m a
4xkxm - d
Definition Bereichsvariablet t:=0,01..40
-
ot

s,(t, 30, 50, 10, 3) /\
! /\ TN | —_ |
0 0 0\ / 20~ 30 40

Gedampfte Schwingung

-4+

HINWEIS: In der obigen Grafik ist eine zweite Funktionsgleichung vor gesehen , die oben " 0" gesetzt wurde.
Durch Variation der Parameter ist nun eine inter essante M églichkeit gegeben, interaktiv das

Verhalten der gedampften Schwingung zu analysieren. AlsBeispid ist unten die Federkonstante
k verandert worden, was sich (siehe Funktionsgleichung) auf Amplitude UND Frequenz auswirken

muf!

s(t, 30,50, 10, 3) /X\
$1(1.20,50,10,3) |0 0 \MG\—/ 30 40

-1
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2. Fall: 1 1und 1 2 sind verschieden redll

Was geschieht nun, wenn die Dampfungskonstante grofer wird (Dampfung d grofRer als k* m), also die
Diskriminante positiv wird und somit gilt | |, | , verschieden reell ?

dann erhalten wir als Ldsung der Differentialgleichung

® 2 o) ® / 2 0
Q—lxi+i d™- 4kxm 4 lxii d-4><k><1m+x1
s(t):C1>eezm2 m ﬂ+C2>eezm2 m 17}
Randbedingungen wieim ersten Fall:  s(t,)=0 und v(t,)=v0
0 21 g 1 d akmd 21 g 1d aom®
C—x—t ——————— % C—— ——— %
N N ==> =
Ozcl>ee2 m 2 m g+C2)eeZ m 2 m o 0=C1+Co
Cr=-C1
V(t,)=vO0:
®1d 1+d*akmd ®1d 14dakm®
C—x—+— C—x—- —
s(t):C1>ee2m2 m ﬂ-C1>ee2m2 m 17}
die Ableitung ergibt
& ée 26 0
\/4xk>md ~-1d 1\/4xk>m d - -
s(t) = Cpe— + = DeqhS o + — ol
e 2 m g &2 m 2 m g O
é , 20 ée , 20 uu
écx:—lxg 1y-ddm+d ] A-lxg_l 4kxm + d a
6 @2 m m g &2 m 2 m @ G0

V,eingesetzt zur Zeit t=0:

eonad 1 -dom + d°0 1 d 1 -4dom + d20
0= Cpe—r—+ =x———%- Cy S

e2m2 m 1] e2 m 2 m 1]

Vo
Cp= ———]

J-4kxn+ d2

wir setzen die berechneten Konstanten in die Ausgangsgleichung ein:
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)( -\/-4xk>m+d2)"i'li!' & >(d+\/4>‘k>1'n+d)xi|;|\
m{ g2 ma

g1
e<pa?
o(t, k,m, d,vg) = vorme—E
J-lom + d°

[

und so erhalten wir die Funktion

D: DXD-

-
-
sy(t, 10,50, 90, 8)
o 0 5 10 15 20 25 0 35 40
1
4t Aperiodische Bewegung
t
3. Fal: 11=12

Alsletzter Fall bleibt offen, dal3 die Dampfungd gleich 4* k* m wird, also die Diskriminante O wird und in der
Folgel ,, 1, gleich reell werden. Was fir einen Funktionsverlauf erhalten wir dann ?

wir erhalten als Losung der Differentialgleichung

eldp
—x—=x
e2 Mg

s(t) = (Cl>¢ + Cz)

© S(te)=0und v(t,)=0

Randbedingungen wiederuml:
v(t,)=v, und C,=0:

S(to)=0:
0=Cy

s(t)=C >¢>eqcy—x£>¢°
e 2

abgeleitet und eingesetzt
d _ld g

d 1
—s(t) =C w—x—ﬁo- —>Cl>¢x—>e<pn—x—>¢
g2 mg 2 m @2 mg

vo=C1
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wir erhalten die Funktion

\ 41050 = 44.721

e

s4(t, 30,50,/ 4x10:50, 3)

|o‘

4

5,(t, 10, 50, 30, 3)

sy(t, 10, 50, 80, 3)

s4(t, 10, 50,/4x10:50, 3)

-cmom

4T

3

1

N
&)]
w
o
98]
a1

Gegenlber stellung der Fallefur verschiedene Werteder Dampfungd

dieser "Ubergangsfall" beginnt wie ein Schwingung, geht aber dann doch in eine Dampfung ohne
Nulldurchgang tber. (" Aperiodischer Grenzfall™)

40
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