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Reglerdimensionierung nach Ziegler-Nichols
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®  Mathematische / Fachliche Inhalte in Stichworten:
Regelungstechnik, Laplacetransformation, Umgang mit komplexen Zahlen,
Kurvendiskussion, Differenzialgleichungen

o Kurzzusammenfassung
Fir eine vorgegebene PT3-Regelstrecke wird nach der Methode von
Ziegler-Nichols (Wendetangentenverfahren) ein P-Regler dimensioniert. Die Gite
der Regelung wird anhand eines Bodediagrammes und durch Berechnung von
Amplituden- und Phasenrand uberpruft.

®  Didaktische Uberlegungen / Zeitaufwand:
Max. 2 Unterrichtsstunden (je nach Hilfestellung durch den Betreuer)

® Lehrplanbezug (bzw. Gegenstand / Abteilung / Jahrgang):
Angewandte Mathematik/Fachtheorie, Regelungstechnik 4./5.Jahrgang

®  Mathcad-Version:
Mathcad 2000

® Literaturangaben:
Wilhelm Haager, Regelungstechnik, Verlag hpt
Heinz Mann, Horst Schiffelgen, Rainer Froriep, Einfihrung in die

Regelungstechnik, Verlag Hanser

® Anmerkungen bzw. Sonstiges:
Die Thematik wurde vom Autor als eine von drei gleichwertigen Teilaufgaben im
Rahmen der schriftlichen Reifeprtifung im Fach Angewandte Mathematik und
Fachtheorie praktisch erprobt.
Der Autor unterrichtete in der betreffenden Klasse Mess- und Regeltechnik (nicht
Mathematik!) und steuerte in dieser Eigenschaft und als Co-Betreuer im
Mathematikunterricht die im Anhang wortlich angefiuhrte Aufgabenstellung zur
Matura bei.
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Einleitung

AlsRegelkreiswird der Standardregelkreis vorausgesetzt, wie ihn das folgende Bild zeigt:

At), Z(9)

w(D), Ws)  xa(t), XalS) y(®), Y(s) X(t), X(9)
> > S >

Regler \ \— Regel strecke
Rickkopplung

Bei der Regelstrecke handelt es sich um ein Ubertragungsglied mit PT3-Verhalten mit der folgenden vorgegebenen
L aplace-Ubertragungsfunktion:

Fs(s) =
1+3 ><S)3

Das Wendetangentenverfahren nach Ziegler-Nichols geht von einer S-férmigen Sprungantwort der Regelstrecke
aus. Mit Hilfe der Wendetangente der Sprungantwort wird ein PT1-Totzeit-Ersatzmodell der Strecke berechnet. Die
Parameter dieses Ersatzmodells werden zur Dimensionierung des Reglers bendtigt.

Sprungantwort, Wendetangente, Reglerdimensionierung

. P . 1
Die Sprungantwort g(t) der Streckeist dieinverse Laplacetransformierte von Fg(s) x—:
s

: asd o6 -1 1 5 2 1 4 1 4
g(t) := inviaplacer st=® — xt2 xexp?e— Q. = xt xexpf}ae— «t2. 2 xexpﬁe— xtQ+ 2
e

s g 9 e3 g 3 e3 g e3 g

Korrekterwei se muss dieses Ergebnis (wegen g(t) = Oflr t < 0) noch mit dem Einheitssprung multipliziert werden:

. ass) 6 1 1 6 2 1 4 1 6 .6
gplot(t) := inviaplacer , S, t=xd(t) ® i xt2 xexpﬁe— xt2. = xt xexpge— «t9. 2 xexpge— «t9+ 29 xD (t
e s 2} e9 e3 g 3 e3 o e3 o o

Zur Berechnuna der Wendetangente greifen wir wegen der Berechnung der beiden Ableitungen natirlich auf die
Version ohne @ (t) zurtick:

d 1.2 &l 40
gi(t) = —g(t) ® — xt” xexpR=— xt=
dt 27 @3 g
d2 2 e 1 o] 1 2 = 1 o
gtt(t) := _zg(t) ® — xtxexp~=— xt=- — xt xexp~=— xt=
dt 27 e3 g 8 e3 g
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Berechnung der Zeit-Koordinate ty\p des Wendepunktes:

twe = gtt(t) = 0 auflésen,t ® ?99

wovon nur die zweite Ldsung sinnvoll ist!
&6

Berechnung der Wendetangente:
Tangentengleichung: tang(t) := gt(tWP 1) x(t - tWPl) + g(tVVP 1)

tt:=-2,-199..30

Sprungantwort und Wendetangente

N

Einheitssprung
— Sprungantwort
""" Wendetangente

O O Wendepunkt

Fir das PT1-Tt-Ersatzmodell werden nun die Schnittpunkte der Wendetangente mit Zeitachse (dies ergibt die
Ersatz-Totzeit T;) und mit der waagrechten Asymptote der Sprungantwort fir t --> oo berechnet (daraus erhé@lt man

nach Abzug der Totzeit die Zeitkonstante des PT1-Teils):

3 (9xexp(-2) - 1)

Tt = tang(t) = 0 auflésen,t ®
exp(- 2)

T = 2416
; 27
T1:= tang(t) = 2 auflésen,t ® Y T=T1- Ty T=11084

Zum Vergleich berechnen wir die Sprungantwort des PT1-Tt-Ersatzmodells der Strecke:

2 - - .
Fs Ersatfd = TooT xe st die entsprechende Ubertragungsfunktion.
- + Sx

Zur Berechnung der Sprungantwort muss zunéchst nur der PT1-Teil berticksichtigt werden:

: 2 1 5 1 2 5 1 5
opT1(t) = |nvlaplace§e— x=,s,19 xD(t) ® 4 xexp(-2) «E= expﬁ - — xexp(-2) 9+ = exp(2)9xq>(t)
el+sxT s 17 e 2 ) 3 g 2 ]
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Dieflr ale Zeiten t korrekte Ersatzsprungantwort ist schlief3lich

OErsat4t) = gpT1(t- TY)

Das Ganze noch einmal (erweitert) dargestellt:

tt:=-2,-195..40

Sprungantwort und Wendetangente

N

Einheitssprung
= Sprungantwort
""" Wendetangente
""" Ersatzmodell - Sprungantwort

O O Wendepunkt

Nach Ziegler-Nichols sollte sich nun eine brauchbare P-Regler-Verstérkung Krwie folgt ergeben:

_ 09xT
R 2 xTy

Kr= 206
Damit ist der Regler dimensioniert!

Uberpriifung der Regelgiite im Bodediagramm

Hier geht es um die Darstellung des Bode-Diagramms des offenen Regelkreises. Wegen seines PT3-V erhaltens treten
Phasenwinkel biszu -270° auf, was von Mathcad natiirlich nicht richtig gezeichnet werden kann. Die Strecke wird
deshalb als Hintereinanderschaltung dreier PT1-Glieder aufgefasst; die entsprechenden Phasenwinkel (bisje maximal

-90°) werden addiert.

Zusammenstellung der Funktionen fur ein PT1-Glied:

K

L aplace-Ubertragungsfunktion: FpT1(s. K, T) = ————
(1+ Tx9)

Zugehdrige Amplituden-Frequenzgangfunktion (swird durch jwersetzt):
Ap11(w K, T) =20 xlog( |Fp‘|‘1(j X, K,T)|) indB

Phasen-Frequenzgangfunktion: opT1(w K, T) = arg(FpT1(j 0 , K, T))
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Als Amplitudenfunktion fur den offenen Regelkreis erhdlt man damit
Ax(w) = 2xApT1(,1,3) + ApT1(w,2,3) + 20xlog(KR)
und als Phasenfunktion

oo(®) = 2xppT1(®,1,3) + epT1(e0,2,3)

Berechnung von Amplituden- und Phasenrand

=01
Vorgabe eolw) =-x wpp = suchen(w)
opp = 0577 ist die Phasendurchtrittsfrequenz
Der Amplitudenrand: AR:= - Ao(wpD) AR=5747 dB
=01
Vorgabe Ag(w) =0 o AD = suchen(ow)
oap = 0418 ist die Amplitudendurchtrittsfrequenz
Der Phasenrand: oR:= oo(wAD) + @R = 25.689Grad
k
(=001 k:=0..200 k= wgx105
Amplitudengang des offenen Kreises
20 Ag
0 opgopr
\\
20
-40 S
@ Aglow) N
c 60 N
—-80
—100
—120 \\
\\\
—140
0.01 0.1 1 10 100
ok
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Phasengang des offenen Kreises

- 1180+

in Grad

®

Q

o

&

o
5
=

0.01 0.1 1 10 100

Ok

Sowohl Phasen- als auch Amplitudenrand sind zwar positiv (der Regelkreisist also stabil), aber relativ klein; deshalb
ist etwa fir die Sprungantwort des Regelkreises ausgepragtes Schwingverhalten mit eher schwacher Dampfung zu
erwarten.

Die Regler-Dimensionierung nach Ziegler-Nichols wird daher hdufig nur als Ausgangssituation auf der Suche nach
besseren Reglerparametern eingesetzt.

Alsletzteswerden noch Frequenz fgepy und Abklingzeitkonstante Tap der zweifellos schwingenden
Regelkreissprungantwort berechnet:

Die Fuhrungsibertragungsfunktion des (geschl ossenen) Regelkreises mit P-Regler ist

was sich vereinfachen | 8sst:

KKRr

Fw(s. KKR) vereinfachen ® 2 x
B+ 9xs+ 27xS + 27xS° + 2xKKR)

Berechnung der Polstellen:

auflésen,s ¢ 2 +

Pole:= 1+ 9xs+ 27xs” + 27xs + 2xKR =0 ® ¢-6597x10° - 4631xi +

gleit, 4 N
&-6597x10°° + 4631 i &
Das vermutete Schwingverhalten wird durch die Lage der Polstellen der Ubertragungsfunktion bestétigt: zwei davon

sind komplex mit Imaginérteilen, die deutlich groRer sind als die zugehorigen Realteile. Man erkennt auch, dass es
zwei Abklingzeitkonstanten gibt; die gréf3ere der beiden ist natUrlich die praktisch wichtigere:

TlAb = W TlAb = 1152
1
TZAb = W TZAb = 15.158
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Im(Pole
fschw = | rr( 1)| fschw = 0.074

2 X7t

Tschw = Tschw = 13.568

fschw
Wegen der naherungsweisen Ubereinstimmung der géReren Abklingzeitkonstanten T2ap, mit der
Schwingungsperiode Tschy und der physikalischen Bedeutung der Zeitkonstanten bedeutet das: Die Schwingung
der Sprungantwort ist erst nach etwa 5 Schwingungsperioden weitgehend abgeklungen.

Anhang

Hier noch die genaue Formulierung der entsprechenden Reifeprifungsaufgabe, wie sie den Schilern vorgelegt
wurde:
Fir eine Regelstrecke mit der Laplace-Ubertragungsfunktion Fg(s) := 2z ist ein P-Regler zu
(1+ 3xg)
dimensionieren. Als Regelkreismodell ist der Standardregelkreis zu verwenden:

Berechnen Sie die Streckensprungantwort und die Gleichung der Wendetangente, und stellen Sie beides
gemeinsam grafisch dar!

Berechnen Sie nach Ziegler-Nichols die Parameter des PT1-Tt-Ersatzmodells der Strecke, und geben Sie die
Ziegler-Nichols-Reglerverstarkung Kran!

Verwenden Sie Krvon oben, und stellen Sie damit die Frequenzgangfunktion des offenen Regelkreisesin Form
eines Bode-Diagrammes dar! Berechnen Sie Amplituden- und Phasenrand des Regel kreises!

Berechnen Sie Frequenz und Abkling-Zeitkonstante des schwingenden Teils der Filhrungssprungantwort!

: . . : . 1 7T
Dimensionierung eines P-Reglers nach Ziegler-Nichols: Kr=— x—

Ks Tt

Als Erganzung (nicht mehr Gegenstand der M aturaaufgabe) wird noch das zeitliche Sprungverhalten der Regelung
mit dem oben berechneten Wert der Reglerverstarkung demonstriert. Dazu wird zuerst die Differenzialgleichung
ermittelt, die der FUhrungstibertragungsfunktion entspricht.

Die Fuhrungstbertragungsfunktion (siehe oben!) stellt das Verhaltnis aus L aplace-transformierter Regelgrof3e und
transformierter Fihrungsgrof3e dar:

Fs(s) xKr _X(9
1+ Fg(s) xKr  W(s)

Fuw(s.KR) =

KKR

Fw(s.KKR) vereinfachen ® 2 x
B+ 9xs+ 278 + 27xS° + 2 xKKR)

KR _X(9)

2% =
W(s)

B+ 9xs+ 27xS + 27xS° + 2 xKKR),
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Ausmultipliziert:
gi + Oxs+ 27><52+ 27><53+ ZXKRZXX(S) =2 xKRxW(9)
27 xX(9) ‘s> + 27xX(9) xs? + 9xX(s) xs+ (1 + 2xKR) xX(5) =2 xKrxW(s)

Die zugehorige Differenzial gleichung lautet dementsprechend:

3 2
27 Lx(t) + 27xSox(t) + 9xEx(t) + (1 + 2xKR) »x(1) = 2 xKR ()
dt
dt dt
Siewird in ein Differenzialgleichungssystem 1. Ordnung umgewandelt (siehe Mathcad-Hilfe!) und unter homogenen
Ao

Anfangsbedingungen fur die Regelgréfie x := go: und einen Fuhrungssprung w(t) := @ (t) numerisch gelst:

e0g
; X .
g 1 t
é X, a
D(t,x) =& a
?2 xKrxw(t) - (1 + 2xKR) XX - 9 XX - 27><X2
é 27 Q
Zeit := 80 N := 400 xx := rkfest(x, 0, Zeit,N, D)
t:=-5,-49.. Zeit n:=0.N
Regelverhalten
157
VA
0.57
-10 0 10 20 20 40 50 60 70 80

— Sprung der Fihrungsgrofe
— Sprungantwort der Regelgrofie

Die Grafik zeigt die Ubereinstimmung mit unserer friiheren Uberlegung, nach der
die RegelgrofRerelativ stark schwingen und
nach etwa 5 Perioden ausgedampft sein sollte.

Aulerdem zeigt sich die bei P-Regelung einer PTn-Strecke erwartete von 0 verschiedene bleibende Regel differenz.
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