HTL 1, Innsbruck Schnitt zweier Kugeln Seite 1 von 10

Robert Salvador salvador@htlinn.ac.at

Vektorrechnung: Schnitt zweier Kugeln

-]

®  Mathematische / Fachliche Inhalte in Stichworten:
Geometrische Anwendung der Vektorrechnung mit folgenden Teilbereichen:
Abstandsberechnung, Parameterform der Geradengleichung, Normalvektorform
der Ebenengleichung, Drehung im R3, Schnittpunkte einer Kugel mit einer
Geraden, Definition und Darstellung von Parameterflachen und Parameterkurven

® Kurzzusammenfassung
Fur zwei vorgegebene Kugeln wird anfangs untersucht, ob es einen Schnittkreis
gibt und eine entsprechende Meldung ausgegeben. Gegebenenfalls wird der
Schnittkreis berechnet.
Die Kugeln werden zusammen mit der Verbindungsgeraden der Mittelpunkte, dem
Schnittkreis und einem Ausschnitt der Schnittebene definiert und grafisch
dargestellt.

¢ Lehrplanbezug (bzw. Gegenstand / Abteilung / Jahrgang):
Angewandte Mathematik - Vektorrechnung

®  Mathcad-Version:
Mathcad 11

# Grundsatzliche Hilfestellungen zum Diagramm auf Seite 10:
Eingebaute Mathcad - Hilfe: Man wéhle Hilfe / Mathcad-Hilfe / Registerfeld Inhalt und
dort den Menupunkt Diagramme / Dreidimensionale Graphen mit den Unterpunkten
* Flachendiagramme / "Parametrische Flachendiagramme™” und
* Flachendiagramme / "Grafisches Darstellen mehrerer 3D-Diagramme”
bzw.
das Quicksheet: Diagramme und Visualisierung / "Darstellen einer Kugel"

]

INHALT (gewiinschten Bereich anklicken!):

Eingabebereich

Berechnung des Schnittkreises

Ergebnisse fir den Schnittkreis

Berechnungen fiir die grafische Dar stellung

Grafik
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Eingabebereich zum Anfang
Eingabebereich Anfang
Definitionen der beiden Kugeln durch Angabe ihrer Mittel punkte und Radien:

elo
Kugel 1: Mq = (; 3 R1:=9

e—lz

ao
Kugel 2: (;3 Ro:=6

e3ra
Eingabebereich Ende

Berechnung des Richtungsvektors von M; nach M, und des Abstandes der beiden Kugelmittel punkte:

.. 1
&0 >
Mi2:= Mo- M1 ® 56: |M1o| ® 2x14° = 7.483
e4g

Um festzustellen, ob der Schnittkreis existiert, muss mit der Summe der beiden Radien verglichen werden:

Ri+ Ry® 15= 15

[*] Meldungen

Das_Problem ist = "vollstandig [6sbar. Die Angaben sind sinnvoll. Es gibt einen Schnittkreis!"

Berechnung des Schnittkreises zum Anfang _ -

Die Kugelgleichungen (x - M)2 - R2 =0 lauten fur unseren Fall wiefolgt:

E&O Q@O l;l 2 2 2 2

oy e MEsEy o M- RPZ0® (x+ D)+ (y+3) + (z+ 1)°- 81=0
.éEY_: JL;.éEy': 1E 1 ( )+ (y+3) +( )

@zg 0 &zg 0

E&O Q@O l;l 2 2 2 2

Cy e MExEy L ML RTZ0® (x- DT+ (Y- 3)°+ (z- 3)°- 36=0
@y‘: 2&&)/_ 2& 2 ( ) +(y-3) +(z- 3

@zg 0 &zg 0

Durch ihre Subtraktion erhélt man eine lineare Gleichung in x, y und z. Es handelt sich um die Normalvektorform der
Gleichung jener Ebene g in der der Schnittkreis liegt.

Eex6 U ex0 W iﬁJ €0 Ue0 U iﬁJ

_ €& = C 6 = (C &, ¢ L&, 7 (
e(x,y,2) = ;A - Mq; x3 - Mo - RS- X, - Mo - Ry
OoY2) = g - Mg Y- Mg~ Rup g Mgy~ M- Rey
aerzZg u ezg u @Zﬂ u ezg u u
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Die Ebenengleichung lautet daher

e(X,Y,2) = O vereinfachen ® 4xx- 53+ 12xy+8xz=0
23
Der Normalvektor ng dieser Ebene stimmt nattrlich mit dem Vektor M4, Uberein: ng:= M1 ® 56: ,
edg
Eer - bei ganzzahligen Koordinaten - mittels des folgenden kleinen Programmes moglicherweise noch gekiirzt werden
ann:

isinteger_vec(x) := |isint= 1 ggT(x) := |if isinteger_vec(x)
for il 0..langegx) - 1 i 0
isint - isintx0 if rnod(xi,l)1 0 for j1 0.2
isint i x; = 0
%~ [
i-i+1
ged(xx)
1 otherwise

Neudefinition des Normal vektors der Schnittebene (in evtl. gekurzter Form):

. a&o n
Ne = © ne=$3" und Normierung: Neg = ——
T(n ) c = n
ggT(ne &2p €

Ne ist gleichzeitig der Richtungsvektor der Gerader g12, auf der die beiden Kugelmittel punkte liegen.
Schneidet man die Ebene e mit dieser Geraden g1, erhélt man den Mittelpunkt Mg des Schnittkreises kg.

e-1+t 9
Geradengleichung vongqo : g12(t) :== M1 + ng xt® 5—3 +3 Xt:
el+2xtgyg

Zur Bestimmung des Schnittkreismittel punktes Mg wird die Geradengleichung in die Ebenengleichung eingesetzt:

i 101 101
tg:= e(glz(t)o,glz(t)l,glz(t)z) = 0 auflésen,t ® E to® E = 1.804

ccacle

¢ 56 )

¢ 135 - a8.804 9
Der Schnittpunkt Mg hat daher die Koordinaten: Ms:= g12(to) ® gg N Mg = 52.411:

r —_—

€28 g
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Der Radius Rg des Schnittkreises kann Uber den pythagoréischen Lehrsatz berechnet werden:
1
1
Rg:= \/Rlz - (|Ms- Mq])’® o x7943° x224° Rs = 5.955
1
1
oder Rg:= \/Rzz - (|Ms- Mg)*® o x7943° x224° Rs = 5.955
e e
;’ﬁw ﬁh“w kR
k. s e o5 x\\_ P
Fa B b
74 - '-'}I\\ \"x
II.-'r. R .._/ P If,- "\_‘ '.III
|II - III R.\' Ill
|' o | i . | &=
||II ;111'! |I JIII-' . Illl ;'L f_, II|
(Y 1 I [}
'|| II ) III
"‘.\R IIIl"-. . /f -I
\\x ;ﬂ jf
S N y
- \‘x ) f/
Hﬂ_.""‘-\-\._ = ___,__,.o-'-""'f
Zusammenfassung der bisherigen Ergebnisse zum Anfang -
45 0
€56~
(& 135 + a8.804¢
Der gesuchte Schnittkreis k§ Ms, Rs) hat den Mittelpunkt Mg® gg T= 52.411: und den Radius
EE : @2.607 g
28 g
1
Rs® —— x79432 x2242 = 5955 .
224
20
Er liegt in der Ebene mit der Gleichung ne xgy: - neg xMg= 0 vereinfachen ® x+ 3 xy+ 2xz- ) =0.
ezg
Wir berechnen noch die Durchstof3punkte der Geraden gq2 mit den beiden Kugeln.
Dazu muss die Geradengleichung in die beiden Kugelgleichungen  (x - M)2 - R2 =0 eingesetzt werden. Diesich
daraus ergebenden Parameter tkq und tko flhren - in die Geradengleichung eingesetzt - zu den beiden Punktepaaren:
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fur die Kugel 1:

tk1:= é(glz(t) -

und die Kugel 2:

tko = é(glz(t) -

Ml) ><(glz(t) -

Mz) ><(glz(t) -

Ml)L‘ - R12 = 0 auflésen,t ®

Mz)[ - R22 = 0 auflésen,t ®

8
N |
1O

R|o
X
H
a

I -l
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O
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Q’T"O"O"O"O
X
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=
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2+ —x14" +
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N
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~Nlw
X
H
N
|

2

Die entsprechenden Durchstofl3punkte D11, D12 (mit Kugel 1) und D21, Do (mit Kugel 2) haben die Koordinaten:

Dy1:= glz(tKlo) ®

Do = glz(tho) ®

884058
Dqp = 94 216~
e3 811@

-8 18

G-1+— x1 C-1- — x1.
¢ ¥ = c 1 =
¢ - C -
¢ P - c =4
(;-3+—x]_42; Di2: 912(IK11)® c-3- 27 42 -
(; - (; -
¢ 1= C 1+
f 142 x14% 2 E-l-gxmz_:
e 7 [ e 7 g

=9 10
e 3,2 ¢ 3. ..2.
Cl+ = x1 : C1- = x1
¢ 7 ¢ ¢ 7 =
¢ - C +
¢ - - c -+
C3+ = x14" + D22: 912(tK21)® c3- §X14 N
G - C -
E3+EX142—: ES- $ a?:
e 7 [ e 7 g

ge 3405 ¢ a8.604¢ 220604

D12:9 10216~ D21:§7811 Dzz—g 1811”
5811 g e6 207 g e-0207g
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Berechnungen fir die grafische Darstellung

Die beiden gegebenen Kugeln
Herleitung der Kugelgleichung:

a0

Dazu lassen wir den Vektor go:

~

eRg

zum Anfang _ -

zuerst um diey-Achse und das Ergebnis anschlief?end um die z-Achse rotieren. Zum

o0

Schlusswird der der Kugelmittelpunkt vom Koordinatenursprung nach M = ngf verschoben:

eM2y
O(J %l q xR+ M
agos(j ) sin(j) 06 esosla) 0 sinla) 6 &80 @0 PO 09
Kugd(j ,q,R, M) ::g sin(j ) coslj ) O:;Xg 0O 1 0 jng +ng ® g sin(j ) xsin (CI)XR*‘Mli
o 0 0 lg esin 0 cos eRgt; -~ r -
e g e (CI) (Q)ﬂ eMZQ & cos(q)XR+ M., p

Die Zahl der Gitterlinien der Kugeln wird abhangig vom jeweiligen Radius definiert um bei kleinen und groRen Radien
eine moglichst aussagekréftige und ansprechende Darstellung zu erhalten:

NK1:= roor(Rl ><6)

. 2 xp
nkl:= 0..NK1 iK1 = xnkl
nkl NK1
NK2 := roor(R2 ><6)
2 %X
nk2 := 0..NK2 i k2 = & xnk2
nk2 NK2
= R, M
Lo ma geI(J K1 »0K1 1 1)0
=K i , ,R1, M
1t ugeI(J KL 9Kl R1 1)1
K =K , ,R1, M
Lo ma ugeI(J KL 9Kl R1 1)2

P
mk1:= 0..NK1 = Mkl
UKL 0 = NKT
mk2 := 0..NK2 Qo = —
m2  NK2
XK2nk2,rrk2 = KUgeI(J KznkzlqKzrrkZ' R2, M2)O
20 i KugeI(J Kznkz.qszkz,Rz,Mz)l
- B M
22 15 o KugeI(J k2 .ka R, 2)

Die Verbindungsgerade der beiden K ugelmittelpunkte (blaue Linie mit blauen Punkten)

Gerade(t) := g12(t)

Die Gerade wird auf beiden Seiten nur um einen Radius Uber die jeweilige Kugel hinaus gezeichnet:

tq:= Gerade(t)o = (Ml - 2xRq xneo)o auflosen, t

to:= Gerade(t)o = (M2 + 2 xRy xneo)o auflosen, t

1
-9
® — ><142
7
1

6
® 2+7><142
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NG := 50 ng:= 0..NG Dt 2 le- tg__:= min(ty,tp) + Dig xn
= g:=0. g:= NG Ing = 1,12 g xng
SZE /8787
G := Gerade(tg)
XG_ = 4G) v YG = 4G) r ZG__ = 4G) _r
Cng = &g, Cng = &g, Cng = &g,
Die Durchstol3punkte der Geraden durch die beiden Kugeln (kleine blaue K ugeln)
Um diese Punkte besser sichtbar zu machen, werden sie a's kleine Kugeln gezeichnet:
RD = .2 ND := 30
: 2xp P
nd:= 0..ND ip = xnd md:= 0..ND gp =—md
nd~  ND md  ND
XD =K j RD,D XD =K j , ,RD,D
114 L@d“[%JQDm- - 1ﬂo 120 L@d“[%dQDm 140
YD =K j RD,D YD =K j , ,RD,D
14 g ugeI(J D 9D, RD. 11)1 12 4 g ugeI(J D, 9D, 12)1
ZD =K j RD,D ZD =K j , ,RD,D
14 g L@d“DmﬂDmf -1ﬂ2 12 4 g l@d“DMQij 142
XD =K j RD,D XD =K j , ,RD,D
214 L@d“DmﬂDmf -2ﬂo 22 L@d“DMQij 240
YD =K j RD,D YD =K j , ,RD,D
21 4 g L@d“DmﬂDmf -2ﬂ1 22 4 g l@d“DMQij 241
ZD =K j RD,D ZD =K j , ,RD,D
21 4 g L@d“DmﬂDmf -2ﬂ2 22 4 g l@d“DMQij 242

Der Schnittkreis (dickeroteLinie)
Dazu definieren wir zuerst einen Vektor, der in der Schnittkreisebene liegt und die Lange Rg hat

20 O N,

(;ne ) (; = RS
= 2=+Chn - X = X X——
¢ h% ] B

C.ng * € '
e 19 e0 g
Diesen lassen wir um die Gerade g1o as Drehachse rotieren. Wenn der Anfang des Vektorsin Mg liegt, beschreibt der
Endpunkt bei der Rotation den gesuchten Schnittkrels.

Im Detail gehen wir dabei wiefolgt vor:
Wir 18sen zunéchst ein einfacheres Problem; wir verléngern den Einheitsvektor e, (in Richtung x-Achse) auf die Lénge

Rs und lassen ihn mittels einer entsprechender Drehmatrix - ndmlich D, (siehe unten!) - um die z-Achse rotieren. Dabei

ergibt sich ein Kreis, der gleich grof3 ist wie der Schnittkreis unserer beiden Kugeln. AnschlieRend miissen wir nur noch
die bisherige Drehachse (= zAchse) so drehen, dass sie zur tatséchlichen Drehachse (= Gerade gq2) wird. Dies

geschieht wieder mit Hilfe von Drehmatrizen:
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aéo a@o
Einheitsvektoren in Richtung x- bzw. z-Achse: ey = go: e, = (;0:
e0g elg
Drehmatrizen fir Drehungen um die y- bzw. z-Achse:
&n;os(a) 0 sin(a)'c') agos(a) -sin(a) 00
Dy(a) ::g 0 1 0 : D,(a) :=gsin(a) cos(a) O:
é—sin(a) 0 cos(a)g e O 0 lg
a 009
DieMatrix Dyy := EO 1 0 projiziert einen Vektor auf die xy-Ebene.
e0 0 O0g

Berechnung der beiden Winkel, tber welche die x-Achsein die Gerade g1 gedreht wird:
Dazu wird der Richtungsvektor ne der Geraden auf die xy-Ebene projiziert; erst der Winkel zwischen dieser Projektion
und der x-Achseist der korrekte Winkel a (wobei die sign-Funktion fur das richtige V orzeichen sorgt).

aeDxy Xnep 0

a := signgex” (Dxy XNe) Xe4 xacosc o Xex_b a = 71.565Grad

Y

e

Der Winkel g zwischen der Geraden und der z-Achse ist einfacher zu berechnen:
g:= acos(neo xez)

g = 57.688Grad

Schnittkreis(t) := (Dz(a) XDy(g) xDy(t) xex xRg + MS)

2%
NS:= 150 ns:= 0..NS Dts:= P ts__:= nsxDts
NS ns
Ya¥a¥a¥aYa®
XK := Schnittkreis(ts)
XSKnS:: é’(SK)nSLL‘.O YSKnS:: é(SK)nSlL‘.l ZSKnS = é(SK)nSLL‘.2
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Die Schnittkreisebene (rotes Gitter netz)

Ihre Darstellung besteht aus zwel Teilen:

Wahrend einer einmaligen Rotation (analog zur Darstellung des Schnittkreises) wird zwischen zwel Radien (innerer
Radius= Rpyin, @ulerer Radius= Rygx) hin- und hergesprungen, was radiale Linien in der Schnittkreisebene

erzeugt, die durch zum Schnittkreis konzentrische kurze Kreisteile verbunden sind.

Anschlief3end werden noch weitere zum Schnittkreis konzentrische Kreise gezeichnet; der Radius jedes Kreises wird

schrittweise nach jedem Umlauf vergrofert.
Rmin:= Rs Rmax == maX(RL RZ)
NE1:= 50 NE1:= 2 xNE1 (muss gerade sein!)

Die folgende Funktion sorgt fur das periodische Hin- und Herspringen zwischen den beiden Radien

NE1 G
Ebenel(ta,tb) := |k - roorséLg
€ 2xp g

R~ (sign(mod(k,2) - 0.5) + 1) X(Rmax - Rmin) + Rmin
D{a) xD(g) xDAth) xex xR + Ms

— _2%p —

nel:= 0..NEl Dtel = NEL te12>ne1'_ nel xDtel
nel:= 1..NE1l te! 12>ne1 1 = nel xDtel
tell := submatrix(tel, 1,2 xNE1,0,0) te112>NE1 = te112>NE1- 1t Dtel
nel:= 0..2 xNE1

Ya¥aYaVa¥aYa W
E1l := Ebenel(tel,tell)
XEL o = (Elnel)o YEL o = (Elnel) . S (Elnel)2

Hier wird nun das Koordinatennetz der Schnittebene durch konzentrische Kreise vervollstandigt:

20%xp
NE2

NE2 := 10000 ne2:= 0.NE2- 1 Dte2 :=

te2ne2:: ne2 xDte2

Ebene2(t) := | R - ?% floorge ><020 (Rmx Rmin) + Rmin
e e2xpg @

Dz(a) ny(g) XD(t) xex xR + Mg

Y2 %% % ®
E2 := Ebene2(te2)

XE2 = (Ezn

ne2 o) . YE2, o= (E2, o) 782, = (E2

1 ”e2)2

Robert Salvador

2005




HTL 1, Innsbruck Schnitt zweier Kugeln Seite 10 von 10

Grafische Darstellung zum Anfang -
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Hinweis. Die Argumente dieser Grafik werden sichtbar, wenn man mit der rechten Maustaste auf die Grafik fahrt und
den Mentpunkt "Argumente einblenden” auswahlt!
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