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Fraktale Kurven
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®  Mathematische / Fachliche Inhalte in Stichworten:
Fraktale, Komplexe Zahlen, Iteration

o Kurzzusammenfassung
Als geometrische Anwendung der komplexen Zahlen wird, ausgehend von ganz
einfachen ebenen Kurven durch Iteration ein immer komplexer werdendes
Gebilde erzeugt - im Grenzfall eine fraktale Kurve.

®  Didaktische Uberlegungen / Zeitaufwand:
Nur teilweise (komplexe Zahlen, Rotation durch Multiplikation, Prinzip der
Iteration) fur den HTL-Unterricht zu gebrauchen. Der geometrisch-fraktale Aspekt
geht weit Uber die HTL-Bedurfnisse hinaus und kénnte wohl nur im Rahmen eines
Freifaches Mathematik an den (besonders interessierten) Schiler gebracht
werden.

® Lehrplanbezug (bzw. Gegenstand / Abteilung / Jahrgang):
Rechenoperationen mit komplexen Zahlen und ihre geometrische Interpretation,
Iterationsalgorithmen.

®  Mathcad-Version:
Mathcad 2000

® Literaturangaben:
Peitgen H.-O., Jiurgens H., Saupe D.: Chaos - Bausteine der Ordnung,
Klett-Kotta/Springer-Verlag
Zeitler H., Pagon D.: Fraktale Geometrie - Eine Einfihrung, Vieweg

& Anmerkungen bzw. Sonstiges:

[«]
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In den beiden oben angefihrten Blchern ist von einer Mehrfach-V erkleinerungs-K opier-Maschine (MVKM) bzw.
Barndey-Maschine die Rede. Darunter verstehen die Autoren einefiktive "Masching', eine Vorschrift, wie man -
ausgehend von ener sehr einfachen geometrischen Figur - durch Erzeugung einer verkleinerten Kopie (oder mehrerer
verkleinerter Kopien) und Zusammensatzen dieser Kopien zu einer neuen Figur, die dann demselben Mechanismus
unterworfen wird, selbstéhnliche, dso fraktdle Kurven erzeugen kann.

Wie dies mit Mathcad geschehen kdnnte, soll hier an einigen Beispielen gezeigt werden.

1. Die Drachenkurve:

Wie schon angedeutet beginnt die Kongtruktion mit einer einfachen Kurve; in unserem Fall werden drei Punktein der

(komplexen) Ebene definiert, die durch einen Polygonzug verbunden werden. Dass dazu die komplexe Ebene

verwendet wird angtatt eines redllen kartesischen Koordinatensystems hat keine wesentlichen mathematischen

Vortele Lediglich die Rotation der Fiaur 1&sst sich etwas kompakter formulieren as mit Vektoren und Drehmatrizen.
oo

Unsere Satfigur ist definiert durch Drachen dart = E 0 _ die Punkte werden in der Relhenfolgeihrer Vektor-Indizes

elyg
verbunden:

Im néchsten Schritt erstellen wir eine Kopie dieser Figur, und unterwerfen sie eéinem fir die Endkurve charakteristischen
Algorithmus. Das"Kochrezept" dafir lautet:
Kehre die Reihenfolge der Punkte in der Kopie um, drehe die so geénderte Kopie im Uhrzeigersinn um 90 Grad und verschiebe se

1
90, dassihr Anfangspunkt mit dem Endpunkt des Originds zusammenfalt. Das Ganze um den Faktor T verkleinert und um 45
2

Grad im Uhreigersinn gedreht vollendet die erste Iteration.
Diese Schritte werden nun einzeln berechnet:

Erzeugung der Kopie: ]
& o
Kopie:= Drachen_start Kopie = gO N
elg
Umkehrung der Punktrethenfolgein der Kopie:
&l o
Kopie_u:= umkehren(Kopie) Kopie u = EO_
el o
Drehung um 90 Grad im Uhrzeigersinn:
xlo
Kopie u 90:= Kopie ux(-j) Kopie u 90 = g 0~
elg
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2T 2T
1 1T
11 0 1 P 11 0 1 P
1+ —1-
L L
— Sartfigur — umgekehrte Reihenfolge und gedreht

Berechnung der komplexen Differenz zwischen dem Endpunkt des Origina's und dem Anfangspunkt der umgekehrten,
gedrehten Kopie (wird gebraucht um die beiden zusammenzuhéngen!)

diff .= Kop|e2 - K0p|e_u_900

Vor dem Zusammenhéngen der beiden Teile wird der letzte Punkt im Origina entfernt damit dieser Punkt nicht doppelt
vorkommt:

Kopie kurz:= submatrix(Kopie, 0, 1,0, 0) Kopie kurz = éado 9
elg

Nun entsteht aus beiden Tellen ein langeres Gebilde aus 5 Punkten:

Kopie u 90 neu:= stapeln(Kopie kurz, Kopie u 90 + diff)

&) 0o
¢ 0 N
: ¢ N
Kopieu 0 neu=¢ 1 =+
C1 + ] -
o o=
e2+jg
Das Ganze wird noch verkleinert um den Faktor % und um 45 Grad im Uhrzeigersinn gedreht:
2
. T
Kopie u 90 neu Jx4_
Kopie u 90 neu 45 Kein:= fope t el xe
V2 _
2
1=+
41 0 1 P
1+
Die néchgte Iteration verwendet dieses 2=

Ergebnis als Startfigur, . —— Ergebnisder 1. Iteration

Robert Salvador 2002




HTL 1, Innsbruck

Fraktale Kurven

Seite 4 von 13

Festlegung der Startfigur:

Drachen iteration(N) :=

Mit Hilfe der Programmiermdglichkeiten von Mathcad wird der Vorgang iteriert:

ad 6
Drachen_gtart := go‘

elyg

N - mex(0, floor(N))

vektor - Drachen dart

vektor if N =0
otherwise
n- 0
while n£N- 1
L - letzte(vektor)
short = submatrix(vektor,0,L - 1,0,0)
vektor2 - umkehren[vektor x(-j)]
differenz - vektorL - vektor2O
vekior - sapen(short, vektor2 + differenz)
NE
b
vektor - vektor xe
n- n+1
vektor

Erkl&rungen zur Funktion Drachen_iteration(N):

Der Funktiongparameter N gibt die Zahl der Iterationen an.
Die ergte Programmzeile sorgt dafUr, dass ungnnige Eingaben fiir N in sinnvolle umgewanddt werden: negetive Werte
werden zu 0. Dezimazahlen auf die néchst kleinere nichtnegative ganze Zahl zurechtgestutzt.

DieVaiablevektor wird jeweils der Iteration unterzogen. vektor wird anfangs gleich Drachen gtart gesetzt und nech
jeder Iteration durch das soeben entstandene |etzte | terationsergebnis ersetzt.

FalsN = 0ist, wird vektor unverdndert (also Drachen start) zurlickgeliefert.
Andernfalswird der Schieifenzahler n mit O initiaisiert, vektor der 1. Iteration unterzogen (wie obenim Detall
demondriert), das Ergebnis wieder in vektor gespeichert und der Schieifenzéhler inkrementiert bisdie

Abbruchbedingung erflllt ist.

Wie die ersten paar Iterationsergebnisse aussehen zeigen folgende Bilder:

Robert Salvador

2002



HTL 1, Innsbruck Fraktale Kurven Seite 5von 13

Sartkurve 1. lteration
1 1
71 0 1 P 71 1 P
1 1
p4 p4
2. lteration 3. lteration
1 1
71 0 1 P 71 1 P
>
I I : /
p4 p4
4, [teration 5. lteration
1 1
11 0 1 P 11 0 1 P
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Drache:= Drachen iteration(16)

16. Iteration
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Dass man mit Mathcad (kregtiv) spielen kann, beweisen (zumindest dem Autor des Artikels) die folgenden Bilder. Se
entstehen dadurch, dass man die durch eine entprechende Anzahl von Iterationen entstandenen komplexen Zahlen
as Argumente einer (fast beliebigen) Funktion verwendet und erst dann grafisch darstellt. Geben Sie der Asthetik eine
Chance und lassen Se lhrer Fantesie freien Lauf!

f1(9 =2~ Drachey := f1(Drache)

Anmerkung: Aus Speicher platzgr inden wurden dieim M athcad-Artikel folgenden 3 Beispiele zur " kreativen
Gestaltung" der Drachenkurvefir die PDF-Datei her ausgeschnitten!
Gegebenenfalls also bitte diese Beispiele den M athcad-Files entnehmen !!
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2. DieKoch’scheKurve:

In diesem Fal gehen wir von einer noch einfacheren Grundkurve aus, namlich einer Strecke zwischen den Punkten O
und 1 der komplexen Ebene. Unsere MVKM hat dlerdings kompliziertere Anwe sungen auszuf hren:

Zunéchgt einmd sind drel Kopien des Originals zu erzeugen. Die erste Kopie wird - um 60 Grad gedreht - an das
Crigind gehangt. Die zweite Kopie rotiert man um -60 Grad und verschiebt se zum Endpunkt des vorigen

Zwischenergebnisses. Daran wird noch die um 2 nach rechts verschobene 3. Kaopie gehéngt. Die Figur wird um den
Faktor 3 verkleinert - fertig.

Koch dart := ’qé) 9

elg

Sartfigur der Kochkurve

0.2

Im(Koch_start)
0.1

0
-0.1
—0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Re(Koch_start)
. T
Jx—
Nach links gedrehte Kopie: links:= Koch_dtart xe 3
. T
- ]x—
Nach rechts gedrehte Kopie: rechts:= Koch_dart xe
Dierichtig platzierten Kopien:
e
Tal2 = links + 1 T3 = rechts+ 1+ e ° Teil4 = Koch_start + 2
1. Iteration der Kochkurve
0.2 ~
01 /
O .
-0.1
-0.1 0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
— Tell
— Tel2
""" Tel 3
— Tel4
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Der Algorithmus der MVKM it im folgenden programmiert. Er lehnt sich so weit wie méglich an den
Drachendgorithmus an und sollte nach den Erkl&rungen von oben nachvollziehbar sein:

Koch iteration(N) := |N - max(0, floor(N))
vektor - Koch_dart
vektor if N =0
otherwise
n- 0
while n£N- 1
orig - vektor
j—
links - vektor xe
e
rechts - vektor xe
L - letze(vektor)
short - submatrix(vektor,0,L - 1,0,0)
vektor - dapein(short, links + 1)
L - letzte(vektor)
short - submatrix(vektor,0,L - 1,0,0)

& o)
Jx—
c 3+
vektor - dapenashort,rechts+ 1+ e g
L - letze(vektor)

short - submatrix(vektor,0,L - 1,0,0)
vektor - stapen(short, orig + 2)
vektor

vektor -

n- n+1

vektor

1. lteration

Robert Salvador
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2. lteration

ko

3. lteration

5

4, [teration

7. lteration
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Alsletztes soll noch kurz
3. Die Sierpinski-Pfeilspitze

vorgestellt werden, die ein &hnliches Konstruktionsprinzip aufweist wie die Koch’sche Kurve und von derselben
Grundfigur ausgeht.

e O o}

EEREL

. 4 i

Serpinski_dtart := rqé) 0 Serpinski_1:= © :
elg €3+ \/§ xj =

¢ 4 7

C =

@ 1 o

Dasfolgende Bild demongtriert, dass die Startfigur durch ein gleichschenkliges Trapez mit drel gleich langen Seaiten
ersetzt wird. Es missen dso zwe Kopien der vorhergehenden Strecke erzeugt und zusammen mit dem Origind
entsprechend angeordnet werden:

Sartfigur und 1. Iteration

0.4 / \

o/ \

0.2 / \

0.1

-0.1
0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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Diedre gleich langen Seiten werden jeweilswieder durch Trapeze ersetzt. Dabei it zu beachten: die Trapeze, die auf
den Satenlinien aufsetzen, Sind nach innen gerichtet, jenes auf der mittleren Linie nach auf3en.

Diefolgende Funktion enthdt die Iterationsvorschrift. Anschlief3end werden die ersten paar Iterationsergebnisse
gezegt:

Serpingd_iteration(N) := |N - max(0, floor(N))
vektor - Serpinski_gtart

vektor if N =0
otherwise
n- 0
while n£N- 1
orig - vektor

. . e
orig_conj = vektor
. T
Jx—
tel1- orig conjxe °
LT
- Jx—
tell3 -~ orig_conj xe
L - leze(tall)
short - submatrix(teil1,0,L - 1,0,0)

o o)
Jx_;

c
vektor - stapelnashort, orig + e Sg
L - letze(vektor)
short - submatrix(vektor,0,L - 1,0,0)

o e}
==

c
vektor - gdapelnashort,tel3+ 1 + e 3@

vektor
vektor -

n- n+1

vektor

1. lteration 2. lteration
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3. lteration 4, [teration
= 4D
pgp
> |V v
ju— N1 /1T \d
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5. lteration 6. lteration
D R
a5 255
-QU} R
| sl &
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- N £
Y Va - r!J R, 5&5 _'ré 7
- O '_2 -\Hd\s— V= 'Jh nawé‘%?é%n q}'r‘;bs Sty “PR

Serpinski := Serpinski_iteration(10)

10. Iteration

Auchim Fal der Serpingki-Pfeil spitze kann man seinem asthetischen Empfinden freien Lauf lassen. Zwei Beispide
seien hier angefiihrt:

Anmerkung: Auch diese 2 Beispiele wurden aus Speicher platzgr inden aus der PDF-Datei entfernt. Bitte diese
Beispiele gegebenenfalls den M athcad-Files entnehmen!)
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