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Wilfried Rohm wrohm@aon.at

Lebensdaueruntersuchungen an Energiesparlampen

[ Link zur Beispielsiibersicht

=]

* Mathematische / Fachliche Inhalte in Stichworten:

Weibullverteilung, Lebensdaueruntersuchungen, Ausfallrate, charakteristische und
mittlere Lebensdauer, Prinzip der kleinsten Quadrate, Ausgleichsfunktion.

* Kurzzusammenfassung

Es soll aus gegebenen Versuchsdaten das Lebensdauergesetz fiir bestimmte
Energiesparlampen nach dem Prinzip der kleinsten Quadrate ermittelt werden.
Ausserdem sollen Betrachtungen iiber die Begriffe Ausfallrate, charakterische
Lebensdauer und mittlere Lebensdauer angestellt werden.

# Lehrplanbezug Angewandte Mathematik, 5.Jahrgang, alle Abteilungen

[«
Aufgabenstellung

In den Jahren 1991-1994 wurden an der HTL Saalfelden in Zusammenarbeit mit der Tauernkraftwerke AG und der

Salzburger AG fiir Elektrizititswirtschaft Vergleichsuntersuchungen an Beleuchtungskorpern durchgefiihrt. Dabei

ging es in erster Linie um die Ermittlung von Lebensdauerdaten.

Es soll demonstriert werden, wie die Ermittlung der Lebensdauerverteilung eines bestimmten Lampentyps aus den

Daten erfolgen kann.

a) Aus den angegebenen Daten ist (nach dem Prinzip der kleinsten Quadrate) die passende Lebensdauerverteilung
zu ermitteln. Vorgangsweise und Ergebnis sind entsprechend zu erkldren bzw. zu kommentieren. Unter anderem
soll die gefundene Verteilung in geeigneter Weise auch als Gerade dargestellt werden ("Lebensdauernetz").

b) Erkldren Sie, was man unter der "Ausfallsrate" versteht und stellen Sie diese in Abhdngigkeit von der Zeit fiir
diesen Lampentyp dar (Interpretation der Kurve!).

c) Es sollen die Begriffe "mittlere Lebensdauer" und "charakteristische Lebensdauer" sowie ihr Zusammenhang
(unabhdngig vom obigen Beispiel; z.B. mit T=100) in Abhéngigkeit von der Ausfallssteilheit ausfiihrlich
rechnerisch und graphisch erléutert werden.

Lebensdauerdaten von 70 Energiesparlampen k=18 i=0.k-1 tj = Uberleb;j :=

0 70

k Anzahl der Datenpunkten (Klassen) 1000 70

2000 69

N:= 70 Anzahl der untersuchten Lampen 3000 67

eines bestimmten Typs 4000 65

5000 63

tj Zeitpunkte in Stunden 6000 60

. . 7000 55

Uberleb; An;ahl der zu einem bestimmten 8000 48
Zeitpunkt noch

funktionsfdhigen Lampen 9000 41

10000 38

11000 32

12000 28

13000 25

14000 19

15000 14

16000 11

17000 7
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Teil a) Ermittlung der Lebensdauerverteilung (Weibullverteilung)

Uberleb;
Rdach;j := " Vektor mit den beobachteten relativen Haufigkeiten an Lampen, welche einen
Zeitraum t; iiberleben.
R(t,T,b)==e T) Formel fiir die Uberlebenswahrscheinlichkeit der zweiparametrigen Weibullverteilung
T ... charakteristische Lebensdauer
b ... Ausfallssteilheit
n := lange (lUberleb) n=18 Dimension des gegebenen Vektors

Ermittlung der passenden Werte b und T nach dem Prinzip der kleinsten Quadrate:

sinnvolle Schitzwerte fiir den numerischen Losungsblock max(t) + min(t) 3
T=— T=85x10
2
b:=1 (Exponentialverteilung)
n-1

F(T,b) := Z (Rdachi - R(ti ,T, b))2 Diese Zielfunktion soll ein Minimum werden
—h (Prinzip der kleinsten Quadrate)
i =

Vorgabe
F(T,b)=0

(T\ (1235« 10%)

o)
— Minfehl (T, b) -
b) b) 2365 )

Zeichnerischer Vergleoich zwischen den gemessenen Werten und der Ausgleichsfunktion (Weibullverteilung)

Verteilungsfunktion G(t,T,b):=1-R(t,T,b) tt=0..3-T

Uberlebenswahrschienlichkeit R(t.T.b) = e

G(tt, T, b)

N-Uberleb; 0.5

N
L)
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R(tt, T,b)

Uberleb; 0.5

N
L)

Darstellung im sogenannten Lebensdauernetz:

Dort soll die Weibullverteilung als Gerade dargestellt werden.

R(t) = . G)

t\b
In(R(1)) = ;)

log(-In(R(t)) = —b - log(t) + b - log(T)

Durch 2-maliges Logarithmieren wird R(t) zu einer "Geraden"

gemacht

In einem entsprechend skalierten Lebensdauernetz ist dies eine

Gerade mit Steigung b (" Ausfallssteilheit")

05F ; =
T
ok -
log(~ In(R(tt, T.b))) %5 [~ | 7
Iog(— In(Rdachi)) 1
[ 2N BN ] —1 — : .
o |
-15 -
100 1.10° 1.10* 1-10

tt,t,
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Teil b) Ausfallrate

Die Stichprobengrofe, welche zur ndherungsweisen Berechnung der Ausfallrate verwendet wird, heisst
Ausfallquote und ist folgendermassen definiert:

B(t) - B(ti 1) 1
Kdach(t)=%'z
I

Es wird also der Anteil der ausgefallenen Elemente bezogen auf den aktuellen Bestand B (ti) und den

Beobachtungszeitraum At berechnet.

Durch Umformen erhélt man:

B(t) - B(ti1) 1 Blto) 1

Aach(t) = ——F—— — - m = gdach(t) - W

Fiir t gegen Unendlich und unter Beriicksichtigung von g(t) = d—G(‘[) =4 R(t) erhélt man schlieBlich die
dt dt

Differentialgleichung

9R(t) = -1 (1) - R(1)

dt

Daher kann man sagen: Die Ausfallrate A(t) ist der Proportionalitdtsfaktor, mit der die
Uberlebenswahrscheinlichkeit in Abhiingigkeit von der Zeit abnimmt. Ist A(t) = constant, so erhilt man die
Differentialgleichung, welche die Exponentialverteilung festlegt (Analogie zum radiokativen Zerfall!)

Hinweis: g(t) ... Dichtefunktion

G(t) ... Verteilungsfunktion
R(t) = 1-G(t) ... Uberlebenswahrscheinlichkeit

Verlauf von A(t) fiir unser Beispiel b=2.365

Laut Formelsammlung gilt:

b t\b—'l
At,b)==-|=
T \T)
0.001
810 * - -
610 * - -
(1, b)
4104 F -
2104 F -
0 4 4 4 4 4 4 4
0 5000 1-10* 15.10* 2.10% 25.10* 340" 35.10° 410

tt
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Die obige Kurve zeigt, dass die Ausfallrate der Energiesparlampen mit der Zeit ZUNIMMT. Dieses Verhalten
ist typisch fiir Produkte, welche einem Verschleiss in Abhidngigkeit von der Zeit unterliegen. Dies ist
wiederum typisch fiir Lebensdauerverteilungen mit einer Ausfallssteilheit b>1, welche typischerweise fiir
Produkte in Phase IIT der sogenannten "Badewannenkurve fiir die Ausfallrate A(t)" gilt.

Fiir b=1 (Fall der Exponentialverteilung) erhélt man aus der obigen eine Funktionsgleicung fiir A(t) einen
konstanten Wert, wie man nachfolgend siieh:

1)
X(t,1)—>(;)

Teil ¢) Vergleich Erwartungswert (mittlere Lebensdauer) mit charakteristischer Lebensdaue

1
Die charakteristische Lebensdauer T ist jene Zeit, welche — = 36.788% der Lampen iiberleben. Dies erhalt
e

man, wenn man in der Formel fiir die Uberlebenswahrscheinlichkeit t=T einsetzt:

£)°

R(t)=e LT) wird zu R(TY=e 1

Interessanter Weise hat - wie man sieht - die Ausfallssteilheit einen Wert, der UNABHANGIG von der
Ausfallssteilheit b ist, wie man auch aus dem folgenden Diagramm sieht.

_(ﬁb
Rt.b)=e \1/

R(tt, 1)

R(1t,2)

Die mittlere oder durchschnittliche Lebensdauer hingegen entspricht dem ERWARTUNGSWERT der
entsprechenden Weibullverteilung und wird daher folgendermassen berechnet:

£)°

_(T
Gweibull(t,T,b)=1-e )

o0
d
9weibull(t, T, b) == aGweibull(t,T, b) u(T,b):= J t- gweibull(t, T, b) dt
0

Anschaulich entspricht die mittlere Lebensdauer dem Schwerpunkt der Abszisse der Dichtefunktion!

HTL Saalfelden 2002 /03



Wilfried Rohm Lebensdaueruntersuchungen Seite 6 von 6

Die mittlere Lebensdauer p und die charakteristische Lebensdauer T konnen iiber einen relativ kompliziert zu
berechnenden Faktor a(b) miteinander in Beziehung gesetzt werden:

pw=a(b) T
Der Faktor a(b) ist fiir b>1 (also flir Elemente mit Verschleisserscheinungen = Phase III der Badewannenkurve)

stets kleiner als 1 - also ist in diesem Fall die mittlere Lebensdauer stets kleiner als
die charakteristische Lebensdauer.

Der Faktor a(b) ist b<l (also fiir sogenannte "Friihausfille" = Phase I der Badewannenkurve) stets grofer als 1
- also ist in diesem Fall die mittlere Lebensdauer stets groer als die

charakteristische Lebensdauer

Nur fiir den Fall b=1 (konstante Ausfallrate; Exponentialverteilung) ist mittlere Lebensdauer gleich der
charakteristischen Lebensdauer.

Dies wird in den nachfolgenden Berechnungsbeispielen und der Grafik verifiziert:

_ n(T,b)
a(T,b) = - u(1,1)=1  u(1,1.5) = 0.903 n(1,0.8) =1.133
n(1,2) =0.886 n(1,0.5)=2
n(1,3) =0.893
u(1,5)=0.918
1
tt:=0,— .3
100
2
15 Q9 -

05 -

|
0 0.5 1 1.5 2 25 3
— Dichte der Weibullverteilung mit b=2

— Dichte der Weibullverteilung mit b=1

Dichte der Weibullverteilung mit b=0.6

Erwartungswert fir b=0.6
@ Erwartungswert flr b=1
@ Erwartungswert fur b=2

Auch eine entsprechende Animation ist auf der Basis dieser Berechnungen un der Grafik moglich.

Link zur Beispielsiibersicht
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