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Wilfried Rohm, HTL Saalfelden wilfried.rohm@schule.at

Zufallsstreubereiche und Vertrauensbereiche

[+
* Mathematische / Fachliche Inhalte in Stichworten:

Zufallstreubereiche , Vertrauensbereiche = Konfidenzintervalle,
Binomialverteilung, Normalverteilung, Chiquadratverteilung, t-Verteilung.

* Kurzzusammenfassung

Es erfolgt Berechnung und Darstellung der Zufallsstreubereiche fiir fehlerhafte
Einheiten (Binomialverteilung) als Beispiel einer diskreten Verteilung sowie
normalverteilter GroRen (Messwerte: Mittelwert und Stichproben-Streuung).
Ausserdem erfolgen Berechnung und Darstellung der Vertrauensbereiche fiir den

Anteil fehlerhafter Einheiten (Binomialverteilung) sowie fiir den Erwartungswert L

und die Standardabweichung ¢ bzw. Varianz 2 bei Vorliegen einer
normalverteilten Grundgesamtheit. Diese Datei eignet sich vorallem zu

Demonstrationszwecken.

®  Didaktische Uberlegungen / Zeitaufwand:

ErfahrungsgemaR haben Schiiler immer wieder Schwierigkeiten bei der
Unterscheidung der Begriffe "Vertrauensbereich™ und "Zufallsstreubereich", was zum
Teil auch an der eher kochrezeptartigen Ermittlung dieser GroRen fiir die einzelnen
Verteilungen liegt.Die Verwendung eines Computeralgebrasystems wie Mathcad
erlaubt speziell bei diskreten Verteilungen eine sehr anschauliche nummersiche
Ermittlung dieser Werte sowie eine entsprechende Veranschaulichung, was wesentlich
dazu beitragen kann, diese wichtigen Begriffe besser zu verstehen!

Zur Verwendung als Demonstrationsfile blende man die Regionen fiir die
Berechnungen aus und variiere die farblich hervorgegehobenen Eingabebereiche fiir
Stichprobenumfang (n), Irrtumswahrscheinlichkeit o bzw. den anderen, spezifischen
Parametern.

* Lehrplanbezug (bzw. Gegenstand / Abteilung / Jahrgang):
Angewandte Mathematik, 5.Jahrgang, alle Abteilungen

A

Mathcad-Version: erstellt in der Version 11.

I
INHALT (gewiinschten Bereich anklicken!):
B Begriffsdefinitionen

| Zufallstreubereich einer diskreten Verteilung - Beispiel Binomialverteilung

B Vertrauensbereich einer diskreten Verteilung - Beispiel Binomialverteilung

| Normalverteilung : Zufallsstreubereich fiir Einzelwerte x

B Normalverteilung: Zufallsstreubereich fiir Mittelwert (bei gegebenem o)

B Normalverteilung: Vertrauensbereich fiir p_(bei gegebenem )

B  Normalverteilung: Vertrauensbereich fiir p_(bei gegebenem s - Vergleich)

B Normalverteilung: Zufallsstreubereich fiir s (bei gegebenem )

| Normalverteilung: Vertrauensbereich fiir
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Begriffsdefinitionen

Zufallsstreubereiche : Schlu3 von der Grundgesamtheit auf mogliche Stichprobenergebnisse.
d.h.: Man geht von (gegebenen) Parametern einer bestimmten Verteilung aus und bestimmt
daraus ein- oder zweiseitige Bereiche, in denen die interessierenden Stichprobenwerte mit
vorgegebener Wahrscheinlichkeit liegen.
Ublicherweise werden in der Praxis dazu statistische Sicherheiten von 90%, 95%, 99%
und/oder 99,9% verwendet. In den folgenden Beispielen wird nur mit zweiseitigen
Zufallsstreubereichen gearbeitet!

Anwendungen: Shewart-Regelkarten, d.h. Regelkarten, die {iberpriifen sollen, ob sich eine
Verteilung (beziiglich Lage, Streuung, ...) im Laufe der Zeit veréndert!

Hinweise zur Bezeichnungsweise:

Binomialverteilung: Parameter der Grundgesamtheit:
p = fester (gleichbleibender) Prozentsatz fiir den Anteil fehlerhafter
Einheiten.
Stichprobenwerte:
n = Stichprobenumfang
x = Anzahl der gefunden fehlerhaften Einheiten in der Stichprobe.

Normalverteilung: Parameter der Grundgesamtheit
p = Parameter, der die LAGE der Verteilung beschreibt
o = STANDARDABWEICHUNG als Ma$ fiir die Streuung

Stichprobengrofien:
x ... Binzelwerte (Messwerte)
X... Mittelwert aus n Einzelwerten (Messwerten)
s ... Stichprobenstandardabweichung aus n Einzelwerten (Messwerten)

Vertrauensbereiche / Konfidenzintervalle:

Schluf3 von Stichprobenwerten auf die Parameter der Grundgesamtheit.

d.h.: Ausgehend von einem Stichprobenergebnnis soll bestimmt werden, in welchem ein-
oder zweiseitigen Bereich der jeweilige Parameter der Grundgesamtheit mit vorgegebener
Wahrscheinlichkeit liegt.

Ublicherweise werden in der Praxis dazu statistische Sicherheiten von 90%, 95%, 99%
und/oder 99,9% verwendet. In den folgenden Beispielen wird nur mit zweiseitigen
Vertrauensbereichen gearbeitet!

Anwendungen: Auswertung von Messserien, Interpretation von Meinungsumfragen, ....
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Zufallsstreubereich einer Diskreten Verteilung - Beispiel Binomialverteilung

a:=0.20 n:= 100 p:= 0.05
[*] Berechnung
Xun((f,) = qb'nom(% ,n, p) Xun(o.o5) = 1 Xun(o.o1) =0 Xun(0.20) = 2
Xob(@) = qbinom(1 - %, n, p) Xob(0.05) = 10 Xop(0.01) = 11 Xob(0.20) = 8

Zur Erlduterung: Zur Berechnung des Zufallsstreubereiches bei einer diskreten Verteilung muss die Festlegung
beriicksichtigt werden, dass sowohl an der oberen Grenze wie auch an der unteren Grenze der
grofitmogliche Bereich kleiner oder gleich /2 abgeschnitten wird. Daher ist der
(1—a)-Zufalsstreubereich einer diskreten Verteilung im allgemeinen grofer als (1-o).

Diese Festlegung beriicksichtigt der Befehl der inversen Binomialverteilung zur Berechung des
jeweiligen Quantils der Binomialverteilung (qbinom) automatisch, da die Funktion
gbinom(G,n,p) die kleinste ganze Zahl k zuriickliefert, fiir die pbinom(k, n, p) > G gilt.

[+] Berechnung

Xun(a) =2 XOb(a') =8 x:=0.20

dbinom(x,n,p) 0.17T |
) ‘

pbinom(x,n,p) 0.5

2

e A Y A A
012345678 9 1011121314151617 1819 20

X

Interpretation: Bei einer Stichprobe des Umfangs n aus einem Los mit (gleichbleibendem!) Schlechtanteil p ist die
Wahrscheinlichkeit zumindest 1-a, dass die Anzahl der "schlechten" Stiicke in der Stichprobe zwischen Xy (o) und

Xob (o) liegt!
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Vertrauensbereich einer Diskreten Verteilung - Beispiel Binomialverteilung

Beispiel:

Bei einer Wahlumfrage werden n=500 gefragt, "welche Partei sie am niachsten Sonntag wihlen wiirden". 52 der
gerfagten Personen entschieden sich fiir die "GRAUE PARTEI".

Wie groB ist demnach (mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit <= 5%) der Anteil der GRAU-Waihler in der gesamten
Bevolkerung?

Losung iiber den Vertrauensbereich der Binomialverteilung

n:= 500 X:= 52 o= 10% Schitzwert aus der Stichprobe =0.104

=3

[*] Berechnung

p:: 010 Xgeg =X
Vorgabe
o

pbinom(x,n,p) =1 - E
Punten := Suchen(p) Punten = 0.0841
p:= 0.50
Vorgabe

pbinom(x,n,p) = %
Poben := Suchen(p) Poben = 0.12923

Zur Erlduterung: Die Berechnung des Vertrauensbereiches der Binomialverteilung fiihrt auf eine recht komplizierte
Formel, aufbauend auf der F-Verteilung.
Mit Hilfe eines Computeralgebrasystemes kann die Berechnung numerisch erfolgen und wird
dadurch wesentlich verstindlicher! Wir l6sen einfach obige Gleichungen.

Damit wird p,pen SO bestimmt, dass der Wert x der Stichprobe gerade am OBEREN RAND des
Zufallstreubereiches der Verteilung fiir p,cn zu liegen kommt.
Daher ist die Gleichung Gpi(Punten) = 1 - 8/2 nach p, ., aufzulsen.

Und pgpen Wird so bestimmt, dass der Wert x der Stichprobe gerade am UNTEREN RAND des
Zufallstreubereiches der Verteilung fiir py,., zu liegen kommt.
Daher ist die Gleichung Gyi(popen) = 2/2 nach pgp., aufzuldsen.

pi=n- x=0.4-pn

S| X

[+] Berechnung

Punten = 0.0841 Poben = 0.12923
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0.08

dbinom(x,n,pumn)o'06 B

I

0

dbinom(x, N, Poben
I

0

0.04 I~
)

0.02 -

Punten < P < Poben

a:= 0.10

40

80 100 120

X

Die Grenzverteilungen fiir p ., bzw. fiir gy, sind in der Zeichnung rot bzw. blau eingezeichnet!

Normalverteilung - Zufallsstreubereich fiir Einzelwerte x

p =100 c:=01

140

Interpretation : Derr Anteil der "Grau-Wihler" in der Grundgesamtheit bzw. der "wahre Parameter"” p liegt -
ausgehend von unserem Stichprobenergebnis - mit einer Wahrscheinlichkeit von (zumindest) 1-o im Bereich

nhall

[*] Berechnung

)

(04
xun::u—qnorm(1—5,0,1}-c

)

o
=pn+qgnorm{1-—,0,1,-
Xob=H +( ( 5 } c

X=pn-6c,u - 66 + .1+ 6o

1000

[+] Berechnung

Xob = 100.16449

Xxun:=p-6-c,u—-6-0+ 1000 "

(e}
Xxob := s +——.u+6-
Xob > Xob 1000 p o

Xun

dnorm(x, u, o)
dnorm(xun, p, o)
a

dnorm(xob, u, c)
a

99.6

100 100.2

X, Xun, xob

99.8

100.4
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Interpretation : Mit einer Wahrscheinlichkeit von (1-o) liegt ein Merkmalswert aus einer normalverteilten
Grundgesamtheit mit den Parametern p und ¢ im Bereich xyp < X < Xgp

Normalverteilung: Zufallsstreubereich fiir X (bei gegebenem o)

n:=10 o = 0.05 p =100 o =01
[x] Berechnung
q qnorm(1 ¢ 0 1\ ° q 99.93802
Xun::H_ - Y, A — Xun= .
2" n
q qnorm(1 a 0 1\ ° q 100.06198
Xob::l’t+ - .Y, — Xob= .
2" n
(¢ [¢) o n [§) ° [§) ° —G q
Xun=p-06-—,u—-0-—+ - XQun
=u-6—,u-6—+——.. —
Xq =M ﬁ 18 ﬁ 1000 u ﬁ ﬁ ﬁ 1000
ob ° 6. —
Xob := xqpp, X +——. . u+6.-—
Job > Xdob 1000 u ﬁ
[«] Berechnung
15 1 T I
Xhun &qob
dnorm| x ° : :
q,H’_ ! !
D | |
o) 10F : : ]
dnorm| xun, p ,—— | |
L l l
o} \ | |
dnorm| xob, p,— | |
Vn) s : : 7
L l l
dnorm(xq,p,c) ! 1
0 | | | | | |
99.8 99.85 99.9 99.95 100 100.05  100.1 100.15

xq,xun,xob,xq

Interpretation : Mit einer Wahrscheinlichkeit von 1-a. liegt der Mittelwert X von n Messwerten (Merkmalswerten)

aus einer normalverteilten Grundgesamtheit (u,c) im folgenden Bereich: xqyn < Xq < Xqop

Der Vergleich mit der griin eingezeichneten Verteilung fiir die Einzelwerte zeigt, dass die Mittelwerte mit der

c
Standardabweichung cyq = — entsprechend weniger streuen als die Einzelwerte!

Die Flache unter beiden Kurven muss 1 ergeben!

Wilfried Rohm
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Normalverteilung: Vertrauensbereich fiir u (bei gegebenem o)
n:=10 o:=5% Xquer := 100 c:= 0.1
[*] Berechnung
Hun = Xquer - qnorm(1 _Zo, AR wyn = 99.93802
2°7) /n
Hob = Xquer + qnorm(1 _Zo, AR lop = 100.06198
2°77) /n
o

(¢ (o) (¢
6— — +——— . Xquer+ 6—

= - -6
Xq = Xquer \/—n > Xquer \/—n 1000 ﬁ

[«] Berechnung

1 ‘ ‘
5 T T |
| |
| |
Hun R ob
N
| /l [N
| AR
\
| ;| \
| 1 | \
| ! | \
10 ! ! ! ' ]
| f | \
\
| I | \
| ! | \
| I’ | \
! N | \
| n | “
| [ | \
| I’ | \
| ' | \
| ’ | \
5 | [ | Y\ —
| ! | \
I ! I \
1
| i | \
\
| ’ | \
| / ! \
| / | \
| | \
| | \\
| | N
| | ~
L - L I \I‘-

%9.8 99.85 99.9 99.95 100 100.05  100.1 100.15

Interpretation : Bei einer Messung einer Merkmalsgrdsse durch Mittelung von n Einzelwerten stellt sich die Frage,
wie genau diese Schétzung fiir den Parameter p einer normalverteilten Grundgesamtheit ist. Der Vertrauensbereich
(bzw. das Konfidenzintervall) sagt nun aus, dass das "wahre p" der Grundgesamtheit mit einer Wahrscheinlichkeit
1-o im folgenden Bereich liegt: pyn < < pop

Im Diagramm sind die Grenzverteilungen rot bzw. blau eingezeichnet, der Schitzwert gemaf3 der Stichprobe ist der
mittlere Schwarze Strich!

I
Normalverteilung: Vertrauensbereich fiir p bei gegebenem xund s

(Vergleich mit o gegeben: griine Linie)
n:=10 o = 5% Xquer =100 /\§V\:: 0.1
[*] Berechnung

t(x, f) == qt(x,f)
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Hun = Xquer — t(1 — %, n-1 Hun = 99.92846

Lob = 100.07154

Ne— S N
Sl |-
) 5

a
Mob1=xquer+t(1—5,n—1

o
uoyn(n) == Xquer — qnorm(1 o 0,1 uoyn(n) = 99.93802

HGop(n) = 100.06198

\_._/ N—
Silal S

Hoob(Nn) = Xquer + qnorm(1 - %,0, 1

S S S S
Xq = Xquer =~ 6—=" Xquer - 6—= + Xquer + 6—

Jn J/n 1000 N J/n
Xq — Hun

S

Vn Vn

ty (Xq) =

[«] Berechnung

30 ;
|
|
|

Hob

21

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
PUEN
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
L

I [~~-oo
0
99.8 99.85 99.9 99.95 100 100.05 100.1 100.15

Interpretation : Bei einer Messung einer Merkmalsgrosse durch Mittelung von n Einzelwerten stellt sich die Frage,
wie genau diese Schétzung fiir den Parameter p einer normalverteilten Grundgesamtheit ist. Der Vertrauensbereich
(bzw. das Konfidenzintervall) sagt nun aus, dass das "wahre p" der Grundgesamtheit mit einer Wahrscheinlichkeit
1-o im folgenden Bereich liegt: wyn<p < pop

Im Diagramm sind die Grenzverteilungen rot bzw. blau eingezeichnet, der Schitzwert gemaf3 der Stichprobe ist der
mittlere Schwarze Strich!

Es ist aber ein Unterschied in der Genauigkeit der Schitzung, ob die Streuung der Grundgesamtheit als bekannt
vorausgesetzt werden kann (dies ergibt die griin eingezeichneten Grenzen fiir p,, bzw. p ;. ) oder ob diese
Standardabweichung aus den n Stichprobenwerten mit der Stichprobenstandardabweichung s erst abgeschétzt werden
muss. Dann muss mit der t-Verteilung gerechnet werden, was zu einem entsprechend groferen Vertrauensbereich fiir
u fiihrt (gestrichelte rote Linien = groBere Unsicherheit!). Der Unterschied wird allerdings immer kleiner, je grofer n
wird, weil die t-Verteilung fiir n gegen Unendlich in die Normalverteilung {ibergeht!
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Zufallsstreubereich fiir s

2

S
=(n-1) - —
%G, = ( ) =

a:= 0.10 n:= 20 c:=0.1

[*] Berechnung

chi(G, f) := qchisq(G, f)

ZSB - Formeln

¥ Sop(a) := ¥

S o) =
un(@) n-1 n-1

c c c
s=0,—.2-0 su:=0, .. Syn(a S0 = Spgp(a), Sop(a) + .2-c
100 1000 un(a) ob(a), Sob(a) 1000
[+] Berechnung
150
2
dchisq (n—1)-s— n—1 n_—1
2’ 2
o o 100 [~ —
dehisq| (n-1)> n_1 |2
| — — — S——
g 2’ 2
o o
o - _
so n-1 90 ]
dchi -1)—,n-1|——
isq| (n—1) 5 ,n 5
o o
o L 4
|

0 0.01 0.02 0.03 0.04

Interpretation : Mit einer Wahrscheinlichkeit von 1-a liegt die Stichproben-Standardabweichung von n Messwerten
(Merkmalswerten) aus einer normalverteilten Grundgesamtheit (u,o) im folgenden Bereich: sy <'s < sgp

Da die Verteilung der Stichprobenvarianzen einer Chiquadratverteilung mit (n-1) Freiheitsgraden folgt, ist dieser
Bereich NICHT symmetrisch um s gelegen! Allerdings wird dieser Bereich bzw. die Chiquadratverteilung fiir grofer
werdendes n immer symmetrischer, weil die Chiquadratverteilung fiir n gegen Unendlich in die Normalverteilung

iibergeht!
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Vertrauensbereich fiir o
a = 0.10 n=10 Sgeg = 01
[*] Berechnung
n-1 n-1

Oun = - S Cohi= |————— S
un . o \ geg ob (o \ geg
chij1-—,n-1 chi ,n—1
2" ) 2 )
Ouyn = 007293 Gob = 016452
Sgeg

s=0,—.2-s
100 geg
[+] Berechnung

200 ‘ ; I
| 2
B 2 ] Sob
n-1 !
dchisq| (n—1) 2,n—1 5 150 ! |
Oun Sun :
— - |
|
B T |
. 2 n-1 |
dchisq| (n—1) 2,n—1 5 100 | _
L Cob | Sob i
|
200 1
|
1 50 | -
|
|
A
|
0 | ‘ |
0.02 0.03 0.04
2
S ,S ,Sgeg

Interpretation : Bei der Schidtzung der Standardabweichung o aus einer Stichprobe von n Einzelwerten durch
Ermittlung der GroBle s stellt sich die Frage, wie genau diese Schéitzung ist. Der Vertrauensbereich (bzw. das
Konfidenzintervall) sagt nun aus, dass das "wahre ¢" der Grundgesamtheit mit einer Wahrscheinlichkeit 1-o im
folgenden Bereich liegt: oyn <o <ogp

Im Diagramm sind die Grenzverteilungen rot bzw. blau eingezeichnet, der Schétzwert s2 geméaf} der Stichprobe ist der
mittlere Schwarze Strich!
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