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®  Mathematische / Fachliche Inhalte in Stichworten:
Approximation von Funktionen durch Taylorpolynome, Integration durch
Reihentwicklung , Naherungsformeln in Physik und Technik, Restgliedabsché&tzung
* Kurzzusammenfassung
Der Artikel zeigt verschiedene Methoden zur Veranschaulichung der Approximation
einer Funktion durch Taylorpolynome.
Ferner werden folgende Anwendungsbeispiele fur Taylorreihen besprochen:
* Integration mit Reihenentwicklungen (Beispiel Normalverteilung)
* Herleitung und Anwendung von Naherungsformeln in Naturwissenschaft und
Technik (Kinetische Energie, Freier Fall mit Luftwiderstand, Kettenlinie)
®*  Didaktische Uberlegungen / Zeitaufwand:
Dieser Artikel ist inhaltlich darauf zugeschnitten, was dem Autor zum Kapitel
"Taylorreihen" im HTL-Unterricht wichtig erscheint.
¢ Lehrplanbezug (bzw. Gegenstand / Abteilung / Jahrgang):
Angewandte Mathematik, 4.Jahrgang, alle Abteilungen
®  Mathcad-Version:
Mathcad 2000 / 2001
4]

INHALT : (gewunschten Bereich anklicken!)
B DieApproximation der Sinusfunktion durch Taylorpolynome

| Die Approximation einer bdiebigen Funktion durch Taylorpolynome (Animation

| I ntegr ation mit Reihenentwicklungen (Beispiel Nor malverteilun

| Herleitung / Anwendung von Naherungsformeln: Kinetische Eneragie, Freier Fall,
Kettenlinie
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B DieApproximation der Sinusfunktion durch Taylorpolynome

zuriick zum Inhalt

p1(X) = X
X3 1 3
p3(X) = p1(X) - — p3(X) ® X - = xX
3! 6
(x) (x) XS (X) ® X ! x3 ! x5
= + — - =X + X
Ps pP3 5, Ps 5 120
7
(X) = p5(X) - x p7(X) ® X - 1 ><x3 + ! ><x5 8 L ><X7
P7o 7 6 120 5040
(x) (x) Xg (X) ® X ! x3 ! x5 ! x7 ! x9
= + — - — X + X - X + X
GISYEY 9 P9 6 120 5040 362880

Mathcad erméglicht die direkte Bestimmung der Taylorpolynome auf 2 Arten:

Symbalik-Meni:  Term eingeben, auf Variable klicken und Symbolik / Variable/ Reihenentwicklung wahlen

sin(x)

msgM apleSeries

1 1
1xX - — ><x3 + ><X5 + O(X6)
6 120

enthalt den Fehlerterm in Abhéngigkeit von x"6

. . 1 1 1 . .
aktive Symbolik sin(x) reihe,x,8 ® x- — X + X - ' Entwicklung um x=0 bis
6 120 5040 maximal zum 7.Grad
2 4 . .
. . p 1 & 1 6 1 1 o DieWahl eines
sin(x) reihe, X =— ® 1- —xrX- —xp= + — xrX - — Xp= d
2 2 & 2 g 24 & 2 4 anderen
Entwicklungspunkt-
esist moglich!

Das folgende Excel-Sheet zeigt rein numerisch, wie der Fehler bei der Approximation der Sinusfunktion durch die
Taylorpolynome mit der Entfernung vom Entwicklungspunkt zu- und mit héherem Grad der Polynome abnimmt.

Approximation der Sinusfunktion durch Taylorpolynome
(Entwicklungspunkt x0 = 0)

X sin(x) p3 p5 p7 p9
0,0 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000
0,1 0,099833 0,099833 0,099833 0,099833 0,099833
0,2 0,198669 0,198667 0,198669 0,198669 0,198669
0,3 0,295520 0,295500 0,295520 0,295520 0,295520
0,4 0,389418 0,389333 0,389419 0,389418 0,389418
0,5 0,479426 0,479167 0,479427 0,479426 0,479426
1,047198 0,866025 0,855801 0,866295 0,866021 | 0,866025
1,570796 1,000000 0,924832 1,004525 0,999843 1,000004
2,356194 0,707107 0,176066 0,781232 0,701239 0,707407
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Die Approximation soll nun graphisch demonstriert werden
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— plX)

p2(x)

p3(x)
p4(x)
p5(x)
sin(x)

Uber die Frame-V ariable bestimmt wird.

n:= 4+ 2FRAME

Diese graphische Veranschaulichung kann auch Gber eine Animation erfolgen, bei der der Grad des Polynoms

Fur Animationen empfiehlt sich zu setzen: n=1 + 2*FRAME
taylor_sin(x) := sin(x) reihe,x,n ® X - — xX

Dargestellt wird ein Taylorpolynom biszumGrad n- 1 =3

sin(z)

taylor_sin(z)

FRAME bespielsweise von 0-7

—
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Dass der Fehler bei der Berechnung mit Hilfe der Taylorreihe mit der Entfernung vom Entwicklungspunkt zu- und mit
dem Grad des Polynoms abnimmt, wurde bereits optisch und numerisch gezeigt.

Weitere Moglichkeit:

Graphische Dar stellung des absoluten (gegebenenfalls auch desrelativen Fehlers) in Abhéngigkeit vom
Polynomgrad.

z:=-5,-499..5

157
|p3(2)- sin(z)]
|ps(2)- sin(z)] 0
|p7(2)- sin(2)|
[Po(2)- sin(2) T
I \\\‘:- 1 1 :_F// I

Wahl des Entwicklungspunktes

Mathcad ermdglicht auch unterschiedliche Wahl von Entwicklungspunkten. Dies ermdglicht eine bessere
Approximation im gewtnschten Bereich. Oder es ermdglicht das Aufstellen der Taylorreihe, wenn etwa die Reihe
um x=0 nicht entwickelt werden kann.

Fir die Logarithmusfunktion ergeben sich beispiel sweise folgende M églichkeiten:

In(x) reihe,x,7 ® In(x) Reihenentwicklung um x=0 nicht mdglich (Polstellel)

) 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6
In(x) reihe,x=1,7 ® x-1-Ex(x-1) +§x(x-1) -Zx(x-l) +Ex(x-1) -gx(x-l)

1 1 1 1 1
In(x + 1) reihe,x=0,7 ® X - —xx2+ —xx3- —><x4+ —xx5- —><x6

2 3 4 5 6
Graphische Demonstration am Beispiel der Sinusfunktion Z:=-2xp,-2xp + 0.01.. 2xp
n:==6 entwpkt := p

. . . 1 3 1 5
taylor_sin_0(x) := sin(x) reihe,x =0,n ® X- — xX + xX
6 120

L - p)
O'p

sin(z) /\ \j

taylor_sin_0(z) ! y y ' '
-6 -4 -2 0 2 4

taylor_sin_e(z) /

1
taylor_sin_e(x) := sin(x) reihe,x = entwpkt,n ® -X+ p + E x(X - p)3 -

zuriick zum Inhalt
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B DieApproximation einer beliebigen Funktion durch Taylor polynome (Animation)

zurtick zum Inhalt

AlsBeispiel wird die Exponential funktion verwendet, man kann aber diese durch eine beliebige andere bei x=0
entwickelbare Funktion ersetzen. Dazu muf3 nur f(x) umdefiniert und gegebenenfalls der z-Bereich bzw. der
Bereich der grafischen Darstellung angepal?t werden

n:=5+ FRAME f(x):=¢" z:=-5,-499.5
1 3 1 4

1
Taylor_f(x) := f(x) reihe,x,n ® 1+ x+ — ><x2 + —xX + — xX
2 6 24

Taylorpolynom biszum Grad n- 1-4 Animation mit n-=1+FRAME und

FRAME =0 - 10 (beispielsweise)
durchfhren!

f(2)

Taylor_f(z)

Darstellung desrelativen Fehlersder Approximation durch das Taylor polynom

100T
n-1=4

|f(2)- Taylor_f(z)|
f(2)

50T

zurtick zum Inhalt
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Integration mit Reihenentwicklungen (Beispiel Normalverteilung)  zurtick zum Inhalt

Eine wichtige Anwendung von Reihenentwicklungen bezieht sich auf die (allgemeine) ndherungsweise
Berechnung von Integralen, fur welche keine Stammfunktion existiert. (z.B. elliptische Integrale, ....)

Das Prinzip wird hier an Hand der Ermittlung der normierten Normalverteilung rechnerisch und graphisch
demonstriert. Integrale der Dichtefunktion kénnen als Wahrscheinlichkeiten interpretiert werden.

2
i

1 2 L . . .

xe Die Dichtefunktion der normierten Normalverteilung

g_nhv(x) =
2 xp

Diese Funktion ist nicht elementar integrierbar. Daher wird die e-Funktion in eine Reihe entwickelt. Dies kann
2

-X
direkt geschehen oder durch die Reihenentwicklung von " ,indem u = T anschliefend substituiert wird.

X

1 1 1 1 1

e reihe,x,11 ® 1- —xx2+—xx4- —xx6+ xx8- xxlo
2 8 48 384 3840

reihe,u, 6
u 1 21 4 1 6 1 8 1 10
e 20 1- —xX + — XX - — XX + — xX - xX
-X 2 8 48 384 3840

ersetzen,u = 7

Wir verwenden das Polynom 10.Grades zur ndherungsweisen Berechnung des Integralsin den Grenzen aund b

1 8 1 2 1 4 1 ¢ 1 g 1 10
1- —xX + = XX - — xX + — xX -

xX
2xp ¢ 2 8 48 384 3840

nv(a,b) :=

Die Wahrscheinlichkeit, dass sich ein Mef3wert innerhalb des Bereiches ms <x <mts befindet, entspricht dem
Integral dieser Funktion mit den Grenzen a=-1 und b=1.

nv(-1, 1) = 0.68268824

Im Vergleich mit der in Mathcad eingebauten Funktion fir die normierte Normalverteilung sehen wir eine
Abweichung erst bei der 6.Dezimalstelle

knorm(1) - knorm(-1) = 0.68268949

Fur den graphischen Vergleich der Normalverteilung mit ihrer Naherung durch Reihenentwicklung definieren wir
uns eine "angendherte Dichtefunktion” gnv_n(x). Der Grad der Naherung wird neben der Graphik bestimmt!!

2

- X
1 2 1 2 1 2 1 2 1
g_hv_n(x) := xe 2 reine, x,grad ® — x—\/— - = x—\/— xx2 + — x—\/— ><x4 - — x\/— ><x6 + —
2 xp 2 1 4 1 6 1 % 1 7€
2 2 2 2
p p p p

z:=-3,-2.99.. 3
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Polynomgrad kleiner als:

grade° 11
g_nv(z)

g_nv_n(z)

zuriick zum Inhalt

B Herletung/ Anwendung von Néherungsformeln zurick zum Inhalt
Exakte Zusammenhange physikalischer Grofien werden oft durch komplizierte bzw. numerisch schwer handbare
Formeln beschrieben. Zur tatséchlichen Berechnung werden - insbesondere in der Technik - haufig einfacher zu
handhabende N&herungsformeln verwendet. Diese erhdlt man allgemein dadurch, dass man die exakte Formel
(Funktion) in der Nahe des interessierenden Wertes in eine Taylor-Reihe entwickelt und nach dem ersten, zweiten
oder dritten Glied abbricht.

1.Beispiel: Berechnung der kinetischen Energie eines K ¢rpers.
Nach A.Einstein gilt:

mO.... Ruhemasse

_ 2 2 _ B 2 2 , T
Ekin =mxc” - mgxc™ = xC~ - mg xcC Cue. Lichtgeschwindigkeit
2 V... Geschwindigkeit des Korpers
1. &0 m..... Masse des Korpers bei der
eCg Geschwindigkeit v

Der folgende Ausdruck kann nun in eine Taylorreihe um x=0 entwickelt werden.

3 4 5

. _ 1 2 6
reihe,x=0,8 ® 1+ —xX + — xX + — xX

2 8 16
1- x2

35 8

+ xX
128

Ersetzen wir x durch v/c und setzen wir in die Formel fir die kinetische Energie ein. Wir erhalten:

reihe, x, 8
mo 2 2
xC~ - mq xC

2 ersetzen,x = —
1- X c

Daher erhalt man fir v<<c die Formel aus der Newton”schen M echanik:

bzw. als néchste Naherung fur "kleines" v/c
Ekin =

1 3 Mg
v® Exmoxv + — x—— xV

2
mop xv

2

4 5
+ — x—— xV

4

c? 16

2
mop xv
2

Ekin =

3 2 a0
+ —XmOXV Xr— =
8 eCg
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2.Beispid: Freer Fall mit Luftwiderstand

Das Weg-Zeit-Gesetz fir den freien Fall mit Luftwiderstand |autet

2
Vs & a0 xt 60 Vs ... maximal erreichbare Geschwindigkeit (als Mal3 fir den
S(t) = X|nnCOShp_—++ '
e e Vs gg Luftwiderstand
g . Erdbeschleunigung

Wir versuchen, eine Naherungsformel ber die Reihenentwicklung des transzedenten Termes zu erhalten:

. 1 2 1 4 1 6
In(cosh(x)) reihe,x,8 ® — xX" - — xX + — xX
2 12 45
2 reihe, x, 8
1
xIn(cosh(x)) gxt® — xg ><t2 - > ><g3 ><t4 + 2 ng xt6
ersetzen, x = y 12 xvg 45 xvg
s

xt
Fir kleines x = 9 kann als eine entsprechende Naherung verwendet werden. Diesist der Fall fir geringen
Vs

Luftwiderstand (=grof3es vg) und / oder fir kleinest (also fir den "Anfang" desfreien Falles).

Man erhdlt die bereits Galilei bekannte Formel: s(t) = 9 >(,[2
2
3 4
beziehungsweise als "néchste” Naherung fir kleines"x": s(t) = d x’[2 oo
12 xvg°
3.Beispiel: DieKettenlinie v
4

= axcosh?aex—é
y= aag  Cleichung der Kettenlinie A5

P
o Y
Die GroRea soll ausder gegebenen halben e h
Spannweite| und dem Durchhang h bestimmt T
T
[

wer den.

Eine Bestimmungsgleichung fur a erhdlt man
Uber die Koordinaten des Punkte P (siehe Skizze):

=Y

EN)
a+ h=axcoshr—= 0
eag

Diese Gleichung ist aber transzendent und kann nur naherungsweise gel 6st werden (Newtonverfahren, ....). Wir
versuchen aber, eine allgemeine Naherungsldsung fur die Gleichung Uber die Reihenentwicklung des rechten
Terms zu erhalten:
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reihe, x, 4
1 2
axcosh(x) |® a+ x|
ersetzen, x = — 2xa
a
2 I2 |2
a+h=a+ x|” auflosen,a ® — x— Man erhélt also: a=
2 xa 2 h 2 xh

I
Diese N&herung ist natlrlich nur zuléssig, wenn | klein im Vergleich zu aist, bzw. — << 1.
a

Wie aus der Gleichung fiir ahervorgeht, ist diesder Fall, wenn h << | ist, das bedeutet: der Durchhang mufi3
kleinim Vergleich zur Spannweite sein. Dasist beispielsweise bei Hochspannungsleitungen gegeben.

Setzen wir nun den angenéherten Wert fir ain die Definitionsgleichung der Kettenlinie ein, so erhalten wir:
2 2
| 1 1 X 5
® y=—x— xcosh2:2 x— xh2
2 h N I2 é

X 0
y = axcosh~—= ersetzen,a =
edg 2 xh

Nunwird in der Praxis auch diese Gleichung fur h<<l oft durch den Anfang der Reihe dargestellt:

2 reihe,y, 3 2

11 I 1
— x— xcosh(y) 2 xx xh® — x— + — xh xx2
2 h ersetzen,y = > 2 h I2

Damit erhalten wir schliefdlich fur die angendherte Gleichung der Kettenlinie eine nach oben gedffnete Parabel mit

2
dem Scheitel in der Hohe a =
X
1 I2 1 2
y = — x— + — xh xX
2 h I2
| _ 5 @xh o
Restgliedabschétzung fur y = xcosh XX =
2 xh v 2 j
e | ']
xh o h? 2 2 h* 4
COShC xX_. reihe, x,5 ® 1+ 2x— xx + — x— xX
N ) 4 3 8
e | o I I

Der Abbruch der Reihe erfolgte nach dem 2.Glied. Daher gilt fur das Restglied:

Daher gilt '&das Restgléed
)
R4 (X) = edx4—ﬂ XX4 mit O<d<1
!

Da cosh(x) fur x>0 monoton steigend ist, kann das Restglied mit d=1 und x=I nach oben abgeschétzt werden:
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d* 2xh

Wilfried Rohm

—cosh. XX
R4 max(l) = x < 2 xx  ersetzen,x =l ® Rg max(l) = xh™ xcosh~— xh9
- 2xh 41 - el g
3xl
Die Abschéatzung des Restgliedes ergibt also folgenden maximalen Fehler bei der Anwendung der
"Parabelgleichung”
Rmax(h, |) = <h® xcoshg"e’E «h?
3 x| el o
Beispid: | := 100m h:=10m
Rmax(h.1) = 0.034m zurick zum Inhalt
S
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