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Wilfried Rohm

mv Reifeprifungsaufgaben (SRDP) 2015

[+
¢ Mathematische / Fachliche Inhalte in Stichworten:
Funktionen, Trigonometrie, Differentialrechnung, In tegralrechnung,
Normalverteilung, Statistik, Wahrscheinlichkeitsrec hnung, Regression,
Ausgleichsfunktionen, Interpolation, Polynomfunktio nen, Lineare Funktion,
Exponentialfunktion, Differentialgleichungen
L
Kurzzusammenfassung
Hier werden die Losungen der standardisierten Reife  prifungsaufgaben 2015
(Haupttermin) fiir die Cluster 1, 2, 3und 5 an den  Hoheren Technischen Lehranstalten
Osterreichs unter Verwendung von Mathcad vorgefiihrt . Diese Aufgaben wurden
zentral vom BIFIE (Bundesinstitut fir Bildungsforsc hung, Innovation und
Entwicklung des Osterreichischen Schulwesens) geste IIt.
Bezlglich der Aufgabenstellungen siehe auch: https://www.bifie.at/node/81
®  Didaktische Uberlegungen:
Es wird (fast Gberall) bei den hier vorgestellten L~ dsungen Uber die gestellte
Aufgabenstellung hinausgegangen. Dies deswegen, um der Bedeutung dieser
Aufgaben flr den Einsatz im Unterricht besser gerec ht zu werden.
In vielen Fallen werden mehrere Losungswege aufgeze gt (teils auch unter
Verwendung verschiedener Methoden von Mathcad)
¢ Lehrplanbezug (bzw. Gegenstand / Abteilung / Jahrgang):
Angewandte Mathematik, 2.-5.Jahrgang, alle Abteilun  gen
¢ Mathcad-Version: Mathcad 15
¢ Wichtige Anmerkungen:
Im vorliegenden File wurde nur teilweise davon Gebr  auch gemacht, direkt in Matchcad mit
Einheiten zu rechnen. Immer dann, wenn das Rechnen  mit Einheiten gréf3ere Routine im
Umgang mit Einheiten erfordert, wurde der einfacher  en Lesbarkeit wegen darauf
verzichtet.
Bei Grafiken wurden durchgehend die jeweiligen Lauf  variablen mit Unterstrich
geschrieben (zum Beispiel die Zeittals " t_"). Dies deswegen, weil bei der Definition der
Laufvariablen beispielsweise mit
t:=0, 0.01 .. 10 ein Vektor fir t erzeugt wird. Dies wirde aber bei nachfolgenden
numerischen oder symbolischen Auswertungen bzw. Ber echnungen teils zu Problemen
fihren. AuRerdem steht bei der Verwendung von Einhe  iten in Mathcad 15 "t" fur "1
Tonne".
Zur besseren Ubersicht werden geforderte Ergebnisse GELB hervorgehoben, Angaben
hingegen TURKIS/BLAU.
Die Aufgaben aus Teil Awurden in ALLEN Schulen des Berufshildenden Schulwesens in
Osterreich (HTL, HAK, HBLA, HLW, BAKIP) in gleiche  r Form gestellt. Es handelt sich also
dabei um die Aufgaben 1 bis 5.
Die Aufgaben 6, 7, 8 sind "clusterspezifisch", d.h. sie sind bestimmten Typen von Hoheren
Technischen Lehranstalten zugeordnet (siehe auch: https://iwww.bifie.at/node/81 )
Cluster 1: Bautechnische Abteilungen und Verwandte
Cluster 2: Elektrotechnische Abteilungen und Verwan dte
Cluster 3: Maschinenbauliche Abteilungen und Verwan dte
Cluster 4: Chemie
Cluster 5: Informationstechnik
A
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[*]Teil A: Aufgabe 1 - Farbenfrohe Gummibaren

Teil A: Aufgabe 1 - Farbenfrohe Gummibaren

Gummibéren werden in 5 unterschiedlichen Farben bzw. 6 unterschiedlichen Geschmacks-
richtungen hergestellt: rot (Himbeere und Erdbeere), gelb (Zitrone), griin (Apfel), orange
(Orange) und weifl (Ananas).

a) Die nachstehende Tabelle enthélt eine Auflistung, wie viele weife Gummibaren in den unter-
suchten Packungen waren.

24
4

Anzahl weiBer Gummibéren pro Packung 17 20 21 22
Anzahl der Packungean 2 3 3 1

— Berechnen Sie das arithmetische Mittel der Anzahlen weiBer Gummibaren pro Packung.
[1 Punkt]

b) Mehrere Packungen wurden hinsichtlich der Anzahl der gelben Gummibaren pro Packung
untersucht. Das Ergebnis dieser Untersuchung ist im nachstehenden Boxplot dargestellt.

12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 Anzahi der

gelben Gurmmibéren

Eine der untersuchten Packungen wird zufillig ausgewahlt. Sie gehért zu jenem Viertel aller
untersuchten Packungen, in dem die meisten gelben Gummibéren zu finden waren.

— Lesen Sie aus dem Boxplot ab, in welchem Bereich die Anzahl der gelben Gummibéren in
der ausgewahlten Packung liegen muss. [T Punkt]

c) Ineiner Packung sind alle Geschmacksrichtungen in gleichen Anteilen zu finden.

— Berechnen Sie, wie viel Prozent der Gummibaren in dieser Packung die Farbe Rot haben.
[1 Punkt]

d) Die Masse von Gummibaren ist annahernd normalverteilt mit dem Erwartungswert y = 2,3 g
und der Standardabweichung g = 0,1 g. Der Graph der Wahrscheinlichkeitsdichte ist in der
unten stehenden Abbildung dargestelit.

— Tragen Sie die fehlenden Beschriftungen in die daflir vorgesehenen Kastchen ein. [T Punkt]

Wendepunkt

Masse in g
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Gummibaren, die zu leicht oder zu schwer sind, werden aussortiert. Abweichungen von bis zu
+ 0,25 g vom Erwartungswert werden toleriert.

— Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, mit der ein zufillig ausgewahlter Gummibar aussor-
tiert wird. [T Punki]

Teil a) Arithmetisches Mittel der Gummibéren pro Packung

17 2
20 | Anzahl der weissen 3
n_weiss :=| 21 | Gummibaren n_Packung := | 3 Anzahl der Packungen
22 pro Packung 1
24 4
Xquer = 17(2+20B+21B+22 +24 4 _ 21154
2+3+3+1+4
i:=0.4
_ n_weiss [h_Packung _ 21 154 Bei dieser Varainte der Rechnung wird das
" . Skalarprodukt aus den beiden Vektoren
n_Packungj ) .
Z n_weiss und n_Packung ermittelt!
i
Hinweis : Variante fur die Eingabe der Daten
17 2 17 2
20 3 20 3
daten:=| 21 3 Dannist n_weiss := daten<0> =21 n_Packung := daten<1> =3
22 1 22 1
24 4 24 4

Teil b) Interpretation des gegebenen Boxplotts:

Der gesuchte Bereich fur die gelben Gummibére 26 < n < 34

Begriindung : Beim Box-Plott wird die der Gré3e ngebrdnete Datenmenge in vier Viertel untertdittks bzw. r
von den "mittleren 50%" finden sich jeweils nocW@8er Daten.

Teil ¢) Prozentanteil der Pasckungen mit Gummibarerder Farbe rot

Anteil;or := 2. 33.333 ™ Ermittelt nach der Grundformel flr Wahrscheinlicibde:
6 o(E) = Anzahl_der_fir_E_glnstigen_Falle
alle_Mdoglichkeiten

Teil d) Normalverteilte Massen von Gummibaren

p=23 =01 (Angaben in g)
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dnorm(x,p, o)

Aussortiert werden Gummibaren mit einer Masse, lngelon mehr als 0,25g vom Erwartungsweabweicht.
Die Wahrscheinlichkeit, dass ein zuféllig ausgeteit®ummibar aussortiert wird, ist daher:

p := pnorm(p - 0.25,u,0) + 1 —pnorm(p + 0.25,p,0) = 1.242 ™%

Veranschaulichung : Die Wahrscheinlichkeit p en¢sprdem blauen Flachenanteil in der Zeichnung

X_:=19,1901..2.7

X_un:=19,1901. n-0.25 x_ob :=p+0.25,u+0.25+0.001 .. 2.7
4_
dnorm(x_,pn,0) 3r

dnorm(x_un,p, o) of
L

dnorm(x_ob,u, o)
L Ir

,X_un,x_ob

[«] Teil A: Aufgabe 1 - Farbenfrohe Gummibdren
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[+] Teil A: Aufgabe 2 - Ganzkdrperhyperthermie

Teil A: Aufgabe 2 - Ganzkorperhyperthermie

Bei einem Therapieverfahren wird die
Kérpertemperatur bewusst stark erhéht ]
(klinstliches Fieber). Die nebenstehende 41 ™

P
Grafik dokumentiert ndherungsweise den / \\

Kérpertemperatur in °C

\,
Verlauf des kiinstlichen Fiebers bei einer 40 Ay
solchen Behandlung. /

30 // Y
Die Funktion f beschreibt den Zusam- /
menhang zwischen Zeit und Kérper- 85 /
temperatur:
s
fit)=-0,18-t*+ 0,85-t2+ 06 -1t + 36,6 - Zeltinh
"o 1 2 3 4 5

t...Zeitin Stunden () mit0 =t =<5
f(t) ... Kdrpertemperatur zur Zeit t in °C

a) — Berechnen Sie denjenigen Zeitpunkt, zu dem die Kdrpertemperatur 37 °C betrégt. [T Punkt]

b) — Dokumentieren Sie, wie die maximale Kérpertemperatur im angegebenen Zeitintervall
mithilfe der Differenzialrechnung berechnet werden kann. [T Punkt]
— Begriinden Sie, warum der Graph einer Polynomfunktion 3. Grades hochstens 2 Extrem-
punkte haben kann. [T Punkt]

c) — Berechnen Sie den Zeitpunkt der maximalen Temperaturzunahme. [2 Punkte]

d) Die mittlere Kérpertemperatur f wahrend der 5 Stunden andauernden Behandlung soll ermit-
telt werden.

Die mittlere Kérpertemperatur in einem Zeitintervall [t,; t,] ist:
+ 1 t
f= ' fit)dt

-1, L‘ )

— Berechnen Sie die mittlere Kérpertemperatur £ im Intervall [0; 5]. [1 Punkt]

f(t) := ~0.18 > + 0.85 [° + 0.6 [ + 36.6

Teil a) Zeitpunkt, zu dem die Kérpertemperatur 37<C betragt:

. 5.27

auflosen ,t
f() =37 Gleitkommazahl , 3~ 0.429
-0.981

Da eine Gleichung dritten Grades aufgeltst wirll{ g zwar 3 Lésungen, aber nur eine liegt im Barder
Definitionsmenge der Funktion f(t)

t370 := 0.429 in Stunden

Wilfried Rohm 2015
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Teil b) Extremstellen

Die 1.Ableitung liefert die Steigung demgente im jeweiligen Punkt. Zum Zeitpunkt detagiven) Maximums ist ¢
Steigung 0. Daher kann man durch Nullsetzen deblgiting den Zeitpunkt dieses Maximum finden. (Eje@auere
Analyse mit Hilfe der 2.Ableitung ist hier nichfe@mderlich, weil ersichtlich nur ein Maximum in diem Bereich mo
Durch Einsetzen in der Funktion f(t) erhalt marsdidaximaltemperatur.

auflésen ,t -0.32
3.47

lextremwert = %tf(t) =0 | Gleitkommazant, 3~

tmax (= 3.47 Tmax := f(tmax) = 41.396
Grafische Veransachaulichung:

t :=0,0.01.5

421

417

40

E 391

38;

37

Eine Polynomfunktion 3.Grades kann nur 2 Extrerestdiaben, weil die 1.Ableitung dieser Polynomfigrkein
Polynomfunktion 2.Grades ist. Wenn man diese Alohgisfunktion zum Ermitteln der Extremstellen gleicketzi
quadratische Gleichung zu I6sen. Diese kann abeinmab2 Lésungen haben.

y(x) = a D(3 +b D<2 +clk+d Polynomfunktion 3.Grades
y1(X) := d—y(x) - 3 D(2 +2X+c 1.Ableitung - Polynomfunktion 2.Grades
dx
2
b+yb°-30aLt
3[a . . .
y1(X) = 0 auflésen ,x - 2 Nulistellen dieser Ableitungsfunktion
b-Jb’-3mrE
30
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Teil ¢) Zeitpunkt der maximalen Temperaturzunahme

Die Temperaturzunahme - also die 1.Ableitung dexkian f(t) - wird maximal, wenn diese Ableitungnei
Extremstrelle aufweist. Diese Extremstelle findannadurch Nullstzen der Ableitung der Ableitungpater
2.Ableitung. Damit ist der Wendepunkt gleichzejéger Punkt, in dem die Temperaturzunahme maxshal i
Wie die unten eingezeichnete Wendetangente audtiozieigt, ist der Anstieg der Tangente dort makim

d2 auflésen ,t
twp = d_th(t) =0 Gleitkommazahl ,3~ =l
._d _
k:= Ef(t) ersetzen,t= typ — 1.937954
t
d := f(twp) - k Chwp = 35.898 gwT (D) =k +d

467 :
44

427

f(t)
awr©)™)

38;

36

34

Teil d) mittlere Kbrpertemperatur

5
Tmittel = 1 DJ f(t) dt = 39.558 Da dies die mittlere Temperatur im genannten liadeist, muss die
S Jo Bereich zwischen der Funktion f(t) und der t-Acfidehengleich der
Rechteck 5*Fittel S€IN (Siehe Grafik!)

421
41T

401
Tmittel

39
f(t)

38;

37

[«] Teil A: Aufgabe 2 - Ganzkdrperhyperthermie

=)
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=] Teil A: Aufgabe 3 - Halbwertszeit des Wissens
Teil A: Aufgabe 3 - Halbwertszeit des Wissens

Das zu einem bestimmten Zeitpunkt erworbene Wissen verliert im Laufe der Zeit aufgrund
gesellschaftlicher Verdnderungen, technologischer Neuerungen etc. an Aktualitat und Gultig-
keit (,Relevanz”). Die nachstehende Abbildung beschreibt die Abnahme der Relevanz des
Wissens in verschiedenen Fachbereichen. Fiir jedes Jahr wird angegeben, wie viel Prozent
des urspriinglichen Wissens noch relevant sind.

Relevanz 100
des Wissens I
in Prozent  ag{h!
BO
70
60
50
40

30

20

IT-Fachwissen
10 L

— Technologiewissen

—r —— i

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
Zeit in Jahren

a) Man geht davon aus, dass die Relevanz des beruflichen Fachwissens exponentiell abfllt und
eine Halbwertszeit von 5 Jahren hat.

— Zeichnen Sie in die Abbildung der Angabe den Verlauf der Relevanz des beruflichen Fach-
wissens im Intervall [0; 15] ein. [T Punkt]
b) Die Relevanz von Technologiewissen nimmt mit einer Halbwertszeit von 3 Jahren exponentiell ab.

— Stellen Sie digjenige Exponentialfunktion auf, die die Relevanz des Technologiewissens in
Abhangigkeit von der Zeit beschreibt. [T Punkt]

— Berechnen Sie, nach welcher Zeit die Relevanz des Technologiewissens auf 1 % der an-
fanglichen Relevanz abgesunken ist. [T Punkt]

c) Die Relevanz des Hochschulwissens I&sst sich durch folgende Funktion N beschreiben:

N(t) = 100 - e-006e3¢

t... Zeitin Jahren
N(t) ... Relevanz des Hochschulwissens zur Zeit t in % des anfanglichen Hochschulwissens

— Berechnen Sie, um wie viel Prozent die Relevanz des Hochschulwissens nach 7 Jahren
bereits abgenommen hat. [T Punkt]

d) Die Relevanz des Schulwissens kann in den ersten Jahrzehnten durch eine lineare Funktion
beschrieben werden.

— Lesen Sie aus der Abbildung in der Angabe die Steigung dieser linearen Funktion ab. [T Punkt]

Wilfried Rohm
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Teil a) Abfall des beruflichen Fachwisser~ ¢

Die einzuzeichnende Funktion laute N(t) := 100 ED.55
Man muf3 aber natirlich die einzuzeichnende Funktiont formelméaRig kennen. Auf Grund der Angabe kres alle

Jahre zu eingralbierung des Fachwissens, also betragt nach 5 Jahren dawiBsen 50% des Ausgangswertes, ng
10 Jahren 25%, nach 15 Jahren 12,5% usw... (sief@ngiezeichneten Punkte in der Grafik!)

t :=0,0.01..30 ts:=5,10..30

100

87.5 \

75
50

N(ts)
eee 375
25
12.5
0

0 5 10 15 20 25 30

b) Relevanz des Technologiewissens:
Die Halbwertszeit betragt nun 3 Jahre. Die Expdafmbktion wird hier auf 2 Arten (mit der Basisschzw. mit der Ba
aufgestellt. Die Grafik zeigt, dass man den gleichonktionsverlauf erhalt (die Kurven liegen Ubeseider)
1S
— 3
N(t) :=100[0.5

Ne(t) = 100 Eexm Ansatz Uber die e-Funktion und berechnen des Pteeshe
durch Einsetzen eines speziellen Punktes in dieltieg

X := 50 = 10023 aufiosen , x — N2

3
Ne(t) = 100 T
o N auflosen ,t 108 Nach ca. 20 Jahren ist das Technologiewissen aufeko
19 = N(t) = Gleitkommazahl 3~ ~ Ausgangswertes (100%) gesunken.
t :=0,0.01..23 Grafische Darstellung
100y
ti%
801 l
N(t) 69 |
Ne(t) |
201 |
0 10 20
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Teil c) Abnahme des Hochschulwissens

N(D = 100 (& ©-0893E

N(7) = 61.6 Nach 7 Jahren sind noch 61,6% des Hoschulwisskvang
Die Abnahme betragt daher in Prozent 100 - N(7) = 38.4

Teil d) Relevanz des Schulwissens

Die gesuchte Steigung liest man ab zk = —? =-25

[«] Teil A: Aufgabe 3 - Halbwertszeit des Wissens

Wilfried Rohm
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[+] Teil A: Aufgabe 4 - Gold
Teil A: Aufgabe 4 - Gold

Das Edelmetall Gold gilt als besonders wertvoll, weil es selten vorkommt, leicht zu Schmuck
verarbeitet werden kann und sehr bestandig ist.

a) Der World Gold Council, eine globale Lobby-Organisation der Goldminenindustrie, schatzt die
bis zum Jahr 2012 weltweit geférderte Goldmenge auf rund 1,713 - 108 Kilogramm (kg).
Gold hat eine Dichte von 19,3 Gramm pro Kubikzentimeter (g/cmsd). Die Masse ist das Produkt
von Volumen und Dichte.

Stellen Sie sich vor, dass die gesamte weltweit gefdrderte Goldmenge in einen Wirfel gegos-
sen wird.

— Berechnen Sie die Kantenlange dieses Wrfels in Metern. [T Punki]

b) Gold kommt in der Natur auch in der Form von Nuggets (Goldklumpen) vor. Es wird in der
Einheit Feinunze (0z) gehandelt, die einer Masse von 31,1035 Gramm (g) reinen Goldes ent-
spricht.

Gesucht ist der Wert W eines Nuggets in Euro, wenn folgende GréBen bekannt sind:

m ... Masse des Nuggets in Gramm (g)
p ... Preis in Euro fUr eine Feinunze Gold

— Erstellen Sie eine Formel flr W. [T Punkt]

c) Die nachstehende Grafik zeigt die weltweite jahrliche Férderung von Gold ab dem Jahr 1900
in Tonnen.

Weltweite Goldférderung ab 1900

A
| Tonnen pro Jahr

2500 - -' ,N

2000 4

e
P Nk

0‘ . }
1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020

Jahr
»

Quelle: htms://mmmom.wfkfmedfa.orgfwaFﬂe:Gordmerdz_emn g.png [29.08.2013] (adaptiert)

— Lesen Sie aus der obigen Grafik ab, in welchem Jahrzehnt die weltweite Forderung absolut
am stérksten gestiegen ist. [T Punki]

d) In einer Zeitung wird folgende Analyse verdffentlicht: ,Der Wert der Ein-Unzen-Krugerrand-
Goldmunze ist im Jahr 2010 um 20 % gestiegen. Im Jahr 2011 stieg der Wert nochmals um
10 %. Also ist der Wert der MUnze in diesen beiden Jahren insgesamt um 30 % gestiegen.”

— Begriinden Sie, warum diese Aussage Uber die Wertentwicklung nicht richtig ist. [T Punkt]

Wilfried Rohm
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Teil a) Weltweit geforderte Goldmenge - Umrechnungn einen Wiirfel

-3
Masse = 1.713 E1108kg p = 19.310—kg
cm
auflésen ,V 3
_, 8.88e9[tm

V=M =V .
M asse o Gleitkommazahl , 3

Kantenlange := %/\_/ = 20.708m

Teil b) Formel fur den Wert eines Nuggets

m

© 31.1035
Nuggets.

Teil ¢) Anstieg der weltweiten Férderung

Zeitraum von 1980 auf 1990 am grof3ten ist.

Teil d) Analyse einer Zeitungsmeldung

Gemal dem Zeitungsberiocht werden die Prozentsdssmmengezahlt

pl = 20% p2 := 10% pl+p2 =30

urspriingliche Wert WO

[«] Teil A: Aufgabe 4 - Gold

p Begriindung : Der erste Ausdnﬁ ergibt die Anzahl an Feinunzen (0z) des

In der Grafik erkennt man, dass der Anstieg (dadigsDifferenz der Goldférderung in Tonnen divididurch 10) im

Es ist jedoch so, dass im zweiten Jahr der An&&@g des Wertes von 2010 betragt - und dieser %t &8 der

Faktor
W2010 := Wo +Wo Lpl Gleitkommazahl 3~ 1.20Wo Wertzuwachs nach einem Jahr 20%
Wop11 := Wop10 + Woo10 [p2 vereinfachen - 1.32 DOWj Wertzuwachs nach 2 Jahren
Anders ausgedriick: (1 +pl) {1 +p2) = 1.32 Das heif3t: Der Wertzuwachs betréagt 32%

Wilfried Rohm
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[*] Teil A: Aufgabe 5 - Stadtturm

Teil A: Aufgabe 5 - Stadtturm

a) Von einer neuen Parkanlage sieht man die Spitze des 51 m hohen Stadtturms unter dem
Hohenwinkel o = 38,2°,

S

Stadtturm

Parkanlage B F

— Berechnen Sig, um wie viel Meter man sich dem Stadtturm entlang der Strecke PF ndhern
muss, damit dieser unter dem doppelten Héhenwinkel zu sehen ist (siehe oben stehende
Skizze). [2 Punkte]

b) Der Stadtturm mit einer Héhe h wirft zu einem bestimmten Zeitpunkt einen Schatten der
Lénge b.

— Stellen Sie eine Formel zur Berechnung des HShenwinkels, unter dem die Sonne zu diesem
Zeitpunkt in dieser Stadt erscheint, auf. [T Punkt]

c) Der 51 m hohe Stadtturm hat die Form eines Quaders mit quadratischer Grundflidche; die Sei-
tenldnge dieses Quadrats betragt 4 m. Zwei gegenlberliegende Seitenwiénde des Stadtturms
sollen mit Glasplatten verkleidet werden. Pro Quadratmeter betrdgt die Masse der verwende-
ten Glasplatten 30 Kilogramm.

— Dokumentieren Sie, wie Sie die Gesamtmasse der Glasverkleidung in Tonnen berechnen
kdnnen. [T Punkt]

Teil a) Annéherung an den Stadtturm

a = 38.2° N,:=51m
h I h
Aus tan(a) = — ergibt sich  PF := =64.81m
PF tan (o)
Analog ist: BF := h =12.34m
tan(20)

Damit ergibt sich: ~ Ann&herung := PF — BF = 52.47m

Teil b) Formel zur Berechnung des Hohenwinkels audem Schatten der Lange b:

Aus tan(a) = %ergibt sich «a= atan(gj

Wilfried Rohm 2015
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Teil ¢) Berechnung der Gesamtmasse der Glasverkleidg in Tonnen

a:=4m
Berechnung der Flache, welche mit Glas verkleidet (2 Rechtecke)

Flache :=alh = 204m2

GesamtMasse := Flache EBOQ =6.12x% 103 kg Die ermittelte Flache muss mit der Masse von
m 30 kg pro Quadratmeter mutipliziert werden.
GesamtMasse = 6.12 [1 Die Umrechnung auf Tonnen erfolgt durch eine

Multiplikation des Ergebnisses mit 30

[«] Teil A: Aufgabe 5 - Stadtturm

Wilfried Rohm 2015
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[+]Aufgabe 6: Schadstoffausbreitung (CI1; CI2; CI3; CI5)

Aufgabe 6 - Schadstoffausbreitung (fur Cluster 1,2,  3,5)

Eine Messstation registriert taglich zu einem bestimmten Zeitpunkt die Konzentration der von
einer Fabrik emittierten Schadstoffe (in mg/m?). Es wird angenommen, dass diese Schadstoff-
konzentrationen anndhernd normalverteilt sind.

a) Es werden Messungen an 10 Tagen vorgenommen:

Schadstoffkonzentration

R 162 | 166 |149 [163 (172 (147 | 167 |164 | 167 | 168

— Berechnen Sie den Stichprobenmittelwert x. [T Punkt]
— Ermitteln Sie das 95-%-Konfidenzintervall fir den Erwartungswert i, wenn bekannt ist, dass
die Standardabweichung g = 8,5 mg/m? betragt. [2 Punkte]

b) Die Verteilung der Schadstoffkonzentration kann sowohl mithilfe der Dichtefunktion als auch
mithilfe der Verteilungsfunktion der Normalverteilung beschrieben werden. In der nachstehen-
den Abbildung 1 ist der Graph der Dichtefunktion dargestellt.

R T

N\

/ i

.

0 100 200 210 220

Abbr!dung 1 ! Schadsteffkonzertration In ma/m®
1

09 1

]

08 1

]

07 i

]

06 !

05 !

04 i

03 i

02 H

1

0,1 !

]
) 120 180 140 150 480 170 180 190 200 210 280
Abbﬂdung 2 Schadstofforzentration in madm?

— Zeichnen Sie den Graphen der zugehdarigen Verteilungsfunktion in Abbildung 2 ein. [T Punkt]
— Veranschaulichen Sie die in Abbildung 1 schraffiert dargestellte Wahrscheinlichkeit in Abbil-
dung 2. [T Punkt]
— Erklaren Sie den mathematischen Zusammenhang zwischen diesen beiden Funktionen.
[1 Punkt]

c) Die Fabriksleitung geht vom Erwartungswert L = 160 mg/m?® und von der Standardabwei-
chung 0 =10 mg/m? aus.

- Ermitteln Sie den symmetrisch um L gelegenen Bereich, in den erwartungsgeman 99 % aller
Messwerte fallen (99-%-Zufallsstreubereich). [T Punkt]

- Geben Sie an, wie sich die Breite dieses Zufallsstreubereichs verandert, wenn anstelle von
99 % nur noch 95 % aller Messwerte in diesen Bereich fallen sollen. [T Punkt]
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Teil a) Auswertung der Messungen

0
152
0| 152
166
1 166
149 5
153 149
172 |« 3 153 K
messwerte := Eae messwerte =| 4 172 L] Eingabe der Messwerte in ein
147 m3 m3 Feld
5| 147
157
164 6| 157
157 7| 164
168 8| 157
9| 168
Berechnung von Mittelwert und Standardabweichungl@eMesswerte
n := lange(messwerte) = 10
k 1 K
Xq := mittelwert(messwerte) = 15854 Variante :  xg := = DZ messwertej = 158,52
3 n 3
m i=o m
- - kg
S,.= Stdev(messwerte) = 8.554—3
m
= 8.5m—g
m

Berechnung des Vertrauensbereiches (Konfidenzaitesy fir den Erwartungswartbei einer bestimmten
Irrtumswahrscheinlichkeit

Q= 5%

[irient=<a qt(l —%‘ n- 1) % - 15855

Moben 1= Xq + qt(l % - 1) 3L = 158.5k—%
2 \n m
Teil b) Zeichnen von Dichte- und Verteilungsfunktion der Normalverteilung und Interpretation des

Zusammenhanges zwischen diesen beiden Funktionen

M= 160 F.=10 Hinweis : Diese Werte kénnen nicht mit Einheitegegeben werden, falls man die
Standardfunktionen dnorm bzw. pnorm verwenden wél] dort die Parameter kein
Einheiten erlauben.

Darstellung der Dichtefunktion inklusive Markierudgs interessierenden Bereiches:

X0 := 170 X0 := X0,X0 +0.01.. 200
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0.041
0.031
dnorm(x0, ., o)
L |
dnorm(x, pu,o) 0.0
0.011

120 130 140 150 160 170 180 190 200 210 220

X0, X

Darstellung der Verteilungsfunktion

pnorm(Xx,p,o)
1

* 0.57
pnorm(X0,p,o) ™"

120 130 140 150 160 170 180 190 200 210 220
X, X0

Mathematischer Zusammenhang zwischen DichtefunigimhVerteilungsfunktion:
Die Verteilungsfunktion stellt das Integral der Btiefunktion von minus Unendlich bis zu einem geearisg/ert X0 da
umgekehrt ist die Dichtefunktion die Ableitungsftiok der Verteilungsfunktion an einer bestimmteell&tx.

Dabher ist in der obigen Abbildung die Flache uraértder Dichtefunktion ab den Wert 170 (bzw. X®igh dem
"Erganzungswert" auf 1 in der Abbildung der Vedegsfunktion

Teil ) Ermittlung des (1) - Zufallsstreubereiches

=001 Xunten = qnorm(% N ,crj = 134.242 Xoben = qnorm(l —% ,u,cj = 185.758
0.04r Wenn man die Irrtums-
wahrscheinlichkeit. variiert, so &nde
sich entsprechend der Zufallsstreu-
0.03F bereich (Bereich zwischen den
dnorm(x, b, o) markierten blauen Ordnermn).
dnorm (Xunten .1 @) 0.02+ Eine Erh6hung von auf 5%

Irrtumswahrscheinlichkeit flhrt

dementsprechend zu einer

0.0t Verringerung der Breite des
Zufalssstreubereiches.
(Demonstration durch eine

, . . , ) Veranderung vona)

120 140 160 180 200

X, Xunten » Xoben

dnorm(xoben B 0')
L]

[«] Aufgabe 6: Schadstoffausbreitung (Cl1; CI2; CI3; CI5)
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=] Aufgabe 7: Kransteuerung (CI1) = Aufgabe 8 bei CI5

Aufgabe 7 - Kransteuerung (fur Cluster 1)
( entspricht Aufgabe 8 fur Clus ter 5)

Beim Transport von Lasten mittels Kranen ist die richtige Steuerung des Abbremsvorgangs
wichtig.

a) Der Geschwindigkeitsverlauf beim Transport einer Last wahrend eines Beobachtungszeit-
raums von 6 Sekunden ist im unten stehenden Diagramm dargestellt. Zuerst bewegt sich die
Last mit konstanter Geschwindigkeit. Der Bremsvorgang beginnt nach 2 Sekunden. Die Be-
schleunigung zu diesem Zeitpunkt ist noch O m/s2. Nach 6 Sekunden ist die Geschwindigkeit
gleich 0 m/s und die Beschleunigung gleich 0 m/s?.

Der Geschwindigkeitsverlauf soll im Intervall [2; 8] durch eine Polynomfunktion 3. Grades be-
schrieben werden.

v(t) in m/s

1
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I \
|
|
|
|
|
|
|
|
|
2

0 1 3 N 5 & ]
tin =

— Stellen Sie die zur Ermittlung der Polynomfunktion notwendigen Gleichungen auf. [2 Punkte]
— Berechnen Sie die Koeffizienten dieser Polynomfunktion. [T Punkt]

b) Der Geschwindigkeitsverlauf wéhrend eines Bremsvorganges eines Krans kann ndherungs-
weise durch eine Funktion v beschrieben werden:

vif)=0,08-t*°-0,6-t2+5
t ... Zeit ab Beginn des Bremsvorganges in Sekunden (s) mit0 <t <5
v(f) ... Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t in Metern pro Sekunde (m/s)

— Ermitteln Sie die Geschwindigkeit des Krans bei Beginn des Bremsvorganges. [1 Punkt]
— Dokumentieren Sie, wie man den Bremsweg in Metern berechnen kann. [T Punkt]

Beim Bremsen tritt eine negative Beschleunigung auf. Den Betrag dieser negativen Beschleu-
nigung bezeichnet man als Bremsverzdgerung.

— Berechnen Sie die maximale Bremsverzdgerung. [2 Punkte]
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Teil a) Beschreibung des Geschwindigkeitsverlaufetirch eine Polynomfunktion

Fur die angefuhrten Bedingungen werden eine Polfungktion 3.Grades (fiir die Beschreibung Geschwikeity und
Ableitung (fur die Beschreibung der Beschleunigumen)otigt:

v(t,a,b,c,d) ::aIZt3+b|Zt2+cEt+d
a (t,a,b,c,d) ::%v(t,a,b,c,d) - 3Ea|2t2+2[b[t+c
t

Vorgabe

v(2,a,b,c,d)=3 Einsetzen der gegebenen Bedingungen

a (2,a,b,c,d=0

v(6,a,b,c,d)=0

3

32
2 0.094
b _9 1125 Berechnen der Koeffizienten durch symbolische

:= Suchen(a,b,c,d) - 8 | = ) Auswertung des vorgabe-suchen-Blockes

S o7 3.375
d 8 0

0

Grafische Darstellung und damit Uberpriifung des Ergebnisses im Vergleich zur Angabe; dabei wird hier von der Moglic
Gebrauch gemacht,stiickweise Uber ein "Programnuidtion zu definieren.:

Geschw(t) ;= |3 if 0<st<2
v(t,a,b,c,d) if 2<t<®6

0 otherwise
t :=0,0.01.7
T 2 6
Geschw(t_)2r | |
1t | |
0 2 4 6
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Teil b) Geschwindigkeit und Bremsvorgang

y(t) :=0.08 [t3 -0.6 [t2 +5 Das ist der Geschwindigkeitsverlauf ab Beginn des
Bremsvorganges
. ) Os<t<b5s .
v(0)=5 inm/s v(5)=0 inmis Geschwindigkeiten am Anfang und am Ende desmBvorganges

Da die Geschwindigkeit v(t) die Ableitung des Wegash der Zeitistv = %) mufR umgekehrt gelten:

s= J v(t) dt

Dabher gilt fir den Bremsweg:

5
Shrems = J v()dt =125 inm
0

Gesucht ist nun die maximale Bremsverzdgerung {iveg@eschleunigung). Dazu wird das (lokale) Minimder
Beschleunigungsfunktion a(t) im gegebenen Intef@sd t < 5s

a = g_tv(t)

t0 := 9a(t) = 0 auflésen,t - 2.5 Es gibt nur eine Nullstelle der Ableitungsfunktiodiese entspricht de
dt Zeitpunkt des Wendepunktes der GeschwindigkeitsiomKsiehe
untenstehende Grafiken)

a(to) = -1.5 in m/& Die maximale Bremsverzdgerung

Grafische Veranschaulichung :

[«] Aufgabe 7: Kransteuerung (Cl1) = Aufgabe 8 bei C_I5
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[=]Aufgabe 7: Bakterienkultur (CI2; CI3; CIS)

Aufgabe 7 - Bakterienkultur (fur Cluster 2,3,5)

a) Eine Bakterienkultur mit 50 Bakterien wird zu einem Zeitpunkt t = O angelegt. Nach 100 Mi-
nuten werden bereits 750 Bakterien gezahlt. Die Funktion NV beschreibt das Wachstum der
Bakterienkultur: N(f) ist die Anzahl der Bakterien nach t Minuten. Die 1. Ableitung der Funkti-
on N ist proportional zu . Die entsprechende Proportionalitdtskonstante bezeichnet man als
Wachstumsrate.

— Stellen Sie die zugehdrige Differenzialgleichung fur N auf. [T Punkt]

— Losen Sie die Differenzialgleichung mithilfe der Methode Trennen der Variablen. [T Punkt]

— Berechnen Sie, wie viele Bakterien nach 3 Stunden vorhanden sind. [T Punkt]

— Geben Sie an, wie sich das Wachstumsverhalten andert, wenn die Bakterienkultur eine
groBere Wachstumesrate hat. [7 Punkt]

b) Die Beobachtung einer Bakterienkultur ergab folgende Daten:

Zeit nach Beginn der
Beobachtung in Minuten
Anzahl der Bakterien 110 | 120 | 166 | 185 | 190 | 245 | 274 | 340 | 360 | 430

15 120 | 25 | 30 | 835 | 40 | 45 | 60 | 55 | 60

— Ermitteln Sie die Gleichung der exponentiellen Ausgleichsfunktion, die die Bakterienanzahl
in Abhangigkeit von der Zeit nach Beginn der Beobachtung naherungsweise beschreibt.

[1 Punkt]
— Berechnen Sie mithilfe der Ausgleichsfunktion, wie viele Minuten nach Beginn der Beobach-

tung 1000 Bakterien zu erwarten sind. [T Punkt]

c) Die Funktion B beschreibt ndherungsweise, wie viele Bakterien sich zu jedem Zeitpunkt in
einer Petrischale befinden. Der zugehdrige Funktionsgraph ist im nachstehenden Diagramm
dargestellt.

t ... Zeit nach Beginn der Beobachtung in Minuten
Bif) ... Anzahl der Bakterien zur Zeit t

awmw--——-——-- - "—-""—"—"—"—"—""—"="—""""¥"—"—"~"=—"¥~"—"¥=~"—"=—"—"=—"—"—"—"—' - — — — o —

iy

200

0 20 30 40 E Bl Y al a0 100 1o

Aeit in it
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— Lesen Sie aus dem Diagramm ab, wie viele Minuten nach Beginn der Beobachtung das
Wachstum der Bakterienkultur am gréBten ist. [T Punkt]

Die entsprechende Differenzialgleichung zur Beschreibung dieses Bakterienwachstums lautet:

%’? -8,35-105-8-(1000-8) mit B>0

— Argumentieren Sie anhand der Differenzialgleichung, flr welche Werte von B die Bakterien-
anzahl zunimmt. [T Punkt]

N:=N Uberschreiben von weiter oben durchgefiihrten Definum mit "N" bzw. "k" symbolische Berechnunge
k:=k durchfuhren zu kdnnen

Punkt a) Loésung der Differentialgleichung
Gemal Angabe ist die 1.Ableitung der Funktion Npprtional zu N. Nach Einflihrung einer Proportiotéddkonstante
erhalt man daher

dN = kN

dt

Trennen der Variablen fuhrt auf die Gleichun %dN = k (Mt

Beide Seiten kdnnen nun (getrennt) integriert werde
1
NdN_»In(N) J' kdt - kT

Die Integrationskonstante muss (extra) beriickgithterden (hier CC genannt). Dann kann die Funkti¢hwie folgt
definiert werden:

auflésen ,N
N(® = In(N) = k [t +CC T, eCC K
erweitern

Die Konstantt eCC wird nun als C geschrieben. Diese Konstante wird durch Einsetzen der
Anfangsbedingung N(0)=50 bestimmt:

50 = c 2" aufissen,C - 50 N = 50 X0

Die Konstante k wird durch Einsetzen In(15)

von N(100)=750 ermittelt: X,:= 750 = N(100) auflésen ,k - = 0.027

Mit dem eben errechneten Wert von k ist nun diekion eindeutig bestimmt

N := 50 2T

Es kann wie verlangt die Anzahl der Bakterien niewi anderen Zeitpunkt (3 h = 180 Minuten) bestinwerden

N(180) = 6.545 x 103 Also etwa 6500 Bakterien

N(t,K) = 50 X0
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Punkt b) Exponentielle Ausgleichsfunktion

Die Beobachtung einer Bakterienkultur ergab folgebaten:

Nun wird noch graphisch gezeigt, wie sich eine x&grung der Wachstumsrate k auf den Funktionsfealzswirkt:

t :=0,0.01..100 Faktor := 1.5

800

N(t_ k) 600

200

Zeitt Bakterienanzahl

15 110
20 120
25 156
30 185

35 190

daten := (0

40 245 Zeit := daten (v

Die Daten werden aus der Matriy
herausextrahiertrffan kdnnte die
45 274 Daten natiirlich auch gleich in

50 340 n,:= lange(Zeit) = 10 getrennte Vektroen schreien
55 360
60 430

Bakt := daten

Die Suche nach der Gleichung der exponentiellergleighsfunktion zur Beschreibung der Bakterienzalbhangic
von der Zeit kann in Mathcad sehr unterschiedligithgefiihrt werden, wobei auf Grund unterschiedlich

Vorgangsweisen auch durchaus unterschiedliche Riggbherauskommen kdnnen. Wegen Verwendung eiderexn|
Technologie kommt es hier auch zu AbweichungerLsung im offiziellen Korrekturheft. Speziell di@sung Uber
Funktion "minfehl" ist jedoch von sehr groRem didkdhen Interesse - daher soll dies hier genasgredishrt werden

Zunéchst die Losung Uber die in Mathcad eingeballitd-unktion fir Exponentialfunktionen:

103.62944
expanp(Zeit,Bakt) =| 0.02529

~44.52119
y( = 103.629 2025290_ 44 501

Erlauterung: Die Funktion "expanp" bzw. "expfit" liefert einerektor mit den Werten a,b, und c fir eine
Ausgleichsfunktion der Form:

y(x) = aEeb&+ c
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Daher weicht das Ergebnis auch (recht deutlichh) dler Lésungserwartung des BIFIE ab. Dort steht:

f(t) = 69.43 %0300

Also wurde hier (wie das wohl die meiste zur Vetfiig stehende Technologie automatisch macht) alatAeie

Exponentialfunktion der Foriy(x) = a EtabIzt gewahlt, sodass hier ein anderes Ergebnis heranskdattirlich
erscheint dieser Ansatz fir das gestellte Proldgyisd¢her und besser, der dritte Parameter (Vetsechgeauf der
y-Achse) ergibt hier keinen praktischen Sinn. Jedsicd es viele Probleme in der Praxis geben (z.b.
Abkuhlungsvorgange) wo gerade dieser Parameteshéicimvoll erscheint und ansonsten méglichenaisgtzlich
angegeben oder geschatzt werden muss.

Wie schon oben erwahnt kann jedoch das Prinzifldersten Quadrate zur Ermittlung von Ausgleichg&fiomen in ©
didaktisch besonders wertvoll Gber die Funktionrfietal" erfolgen, was nun demonstriert wird:

Direkte Anwendung der Methode der kleinsten Quadmit Hilfe der Funktion "minfehl":

I(x,a,b):=a Eeb& Funktionsansatz fur die Ausgleichsfunktion unteriB&sichtigung der unbekannten
Parameter a und b

n-1 Das ist die "Zielfunktion", welche gemaf dem "Pipnder kleinst
sumq(a,b) = Z (Bakti - f(Zeiti ,a,b))z Quadrate" minimiert werden soll (Quadrierte Sumitez a
y-Abstande zwischen den gemessenen Werten und egen/der

IS Ausgleichsfunktion zu den in den Daten angeflihZieitpunkten!
a,=10 b,=0.01 Angabe von "Startwerten" fiir die numerische Lésgngke (diese miss
speziell bei der Exponentialfunktion einigermalR3passen")
Vorgabe
Uber den vorgabe-minfehl-Block werden nun jene idatar a, b
sumg(a,b) =0

gesucht, bei denen die Zielfunktion (die "Quadmaisie” ) moglichst nah
bei "0" ist, also minimal ist.
Die Funktion "minfehl" arbeitet nach numerischemfaeren, welches ub
@ := Minfehl(a ,b) = (71'72973) die rechte Maustaste auch unterschiedlich ausgewétden kann
0.02992

Es soll hier aber auch noch eine dritte Varianteatestriert werden: Die oben angefuhrte Zielfunktisamg" nach de
Prinzip der kleinsten Quadrate ist von 2(!) unalgfigen Variablen a und b abhéngig. Daher kann vitsumerden, dig
Lésung zu finden, indem man die partiellen Ablaifen der Funktion "sumq" nach a bzw. b gleich Otsetd das
Gleichungssystem lost. Dies gelingt hier tatsébhlic

a,=10 bh,=01
Vorgabe

d—sumq(a,b) =0
da

d
—sumgqg(a,b) = 0
db

a 71.72978
"1 := Suchen(a,b) =
0.02992

Vergleich der Ergebniss:

Zunachst soll der Vergleich graphisch erfolgen. IBieten beiden Verfahren liefern praktisch keikkrierschied,
sodass sie hier zusammengefasst werden.

Es werden verglichen:

* die gegebenen Datenpunkte (blaue Punkte)

* Die Ausgleichsfunktion tiber minfehl (Ansatf(t,a,b) = a Eéb[ﬂ) - schwarz strichlierte Linie.
* Die Ausgleichsfunktion y(t), welche mit der int@n Funktion expanp ermittelt wurde nach dem Ansatz

y() = a Ebb& +c (rote Linie)

¢
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t :=0,0.01..60

5001

4007

Bakt 3001

y(t)

_f_(t_—_la -0) 2001

100

Zeit,t_

Ein rechnerischer Vergleich kann Uber die Summé-daterquadrate erfolgen. Je kleiner diesre Werdésto be
nattrlich grundsatzlich die Anpassung:

n-1
SSQ := Z (y(Zeiti) - Bakti)2 = 934.949 Das ist die Fehlerquadratsumme fiir die
— Funktion

y(t) mit dem Ansaty(t) = a Eeb& +c

sumqg(a,b) = 1.021 x 103 Das ist die Fehlerquadratsumme fir die Funktiorchvee
Uber minfehl bzw. die partiellen Ableitungen etatit

wurde mit dem Ansatzf(t,a,b) = a Eeb[ﬂ

sumq(69.43,0.03065) = 1.076 x 103 Das ist die Fehlerquadratsumme mit jenen Werténday

Funktionf(t,a,b) = a Eeb[ﬂ, wie sie im
BIFIE-Korrekturheft als Losung angegeben sind.
(Ubrigens liefert EXCEL (auch?) genau diese Werte.

FAZIT :

Nimmt man die Fehlerquadratsumme als MaR3stabt d@isngegebene I6sung die "schlechteste”, waltend
dreiparametrige Ansatz tiber die Funktion "expargW. Bexpfit’ das beste Ergebnis liefert.

Allerdings sind diese Unterschiede beziglich der@&®ing kein Problem, denn im Korrekturheft stefg gutem
Grund der folgende Satz:

Abhéangig von der verwendeten Technologie kann reengjligig abweichende Koeffizienten bei der
Ermittlung der Ausgleichsfunktion erhalten.

Jedoch erscheint es mir aus didaktischem Grundsgahvoll zu sein, diese Unterschiede auch aufgeréi

Punkt ¢) Diskussion der Logistischen Funktion

Die in der Angabe gezeichnete Funktion ist eingst@ghe Funktion der Fc B(0) = 1000

-2
—-8.3510
Dies kann durch Losen der gegebenen Differentialyleg Lol

a

dt
durch Trennen der Variablen und eine (etwas koiepiz Substitution) rechnerisch hergeleitet werden,
siehe z.B: statistik.wu-wien.ac.at/~leydold/MOK/HTML/node183.html

B = 835010 °(B1000-B)  mitB>0
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Es soll ermittelt werden, wieviele Minuten nach Begder Beobachtung das WACHSTUM der Bakterien aifdgn
ist.

Also muf3 die WACHSTUMSFunktion (und damit die 1.eu'blng%B(t)) an dieser Stelle maximal werden.
t

Dieser Zeitpunkt kann daher damit ermittelt werdagss man die 2.Ableitung ("die Ableitung der Atirg") gleich 0
setzt und damit den WENDEPUNKT der Funktion B(thigelt:

2
e, = d—ZB(t) = 0 auflésen,t - 20000n(150) _ 60.008 Also: Nach etwa 60 Minuten ist der Anstieg

dt 167 Bakterienanzahl am gréR3ten!

Zeichnerische Darstellung:

t :=0,0.01.120

1><103- ******************************************************************************************

833.3331

666.667

333.3331

166.6671

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
)
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120
t

Laut Angabe aoll auch noch argumentiert werdenwélche Werte von B die Bakterienanzahl zunimmt.
Dazu mulR3 die Differentialgleichung

98 = 835010 2B {1000 - B) mit B>0

dt

einen positiven Wert liefern [entspricht einer iesn Steigung - also einer Zunahme - der Funkih]
Dies ist der Fall fir B<1000 - die anderen Faktasiaia ohnehin positiv.

[«] Aufgabe 7: Bakterienkultur (CI2; CI3; CI5)
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[=]Aufgabe 8: Rohrleitungen (CI1; CI3)

Aufgabe 8 - Rohrleitungen (fur Cluster 1 und 3)

Zu beachten: Beziiglich Teil a) gibt fiir die beiden Clustern eine unterschiedliche Aufgabenstellung; Teil b und ¢ sind identisch
Teil a) bei CLUSTER 1:

a) Rohre sollen, wie in der nachstehenden Skizze vereinfacht dargestellt, geradlinig zwischen

den Punkten A, B und C verlegt werden.
»C

p

A
Die folgenden Daten des Dreiecks ABC sind bekannt:
AB =50m, AC =80 m, y = 20°. Der Winkel S ist ein stumpfer Winkel.

— Berechnen Sie die fehlenden Bestimmungsstlcke dieses Dreiecks (beide Winkel und Lange
der fehlenden Seite). [2 Punkte]

Teil a) bei CLUSTER 3:

a) Rohre sollen, wie in der nachstehenden Skizze vereinfacht dargestellt, zwischen den Punkten
A, B und C im Raum verlegt werden.

A B
N
\.

Zur Berechnung eines Winkels wird die folgende Formel verwendet: cos(¢) = %

— Zeichnen Sie in der obigen Skizze den mit dieser Formel berechneten Winkel ¢ mit dem
Eckpunkt B als Scheitel ein. [T Punkt]

— Erstellen Sie eine Formel zur Berechnung des Flacheninhalts des Dreiecks ABC mithilfe der

Vektoren AB und AC. [1 Punkt]

b) Ein Verbindungsstlck flr 2 Rohre soll untersucht werden.
Das Verbindungsstuck ist rotationssymmetrisch bezlglich der x-Achse. Die obere Begren-
zungskurve der Schnittflache, die in der nachstehenden Grafik schraffiert dargestellt ist, wird
durch die Funktionsgleichung y = 2 + %2 - "% beschrieben, wobei x und y Langen in Dezi-
metern beschreiben. Der innere Durchmesser des Verbindungsstilckes ist d = 2 dm.
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d X

S

— Berechnen Sie die Breite b des Verbindungsstickes. [7 Punkt]
— Erstellen Sie eine Formel zur Berechnung des Volumens des Verbindungsstlickes mithilfe
der Integralrechnung. [T Punkt]

Das Verbindungsstuck ist aus einem Material mit der Dichte p = 900 kg/m?® gefertigt.

— Berechnen Sie die Masse des Verbindungsstickes. [T Punkt]

c) Ineinem Rohr nimmt der Druck durch die Reibung ab. Er wird also mit zunehmender Entfer-
nung vom Rohranfang geringer.
Entsprechend dem Gesetz von Hagen-Poiseuille kann der Druck in einem Rohr in Abhangig-
keit von der Rohrldnge x durch eine lineare Funktion p beschrieben werden.

— Zeigen Sie, dass der Druckverlust Ap proportional zur Rohrldnge ist; d. h., flr alle x ist
Ap(x) = p(0) —p(x) = ¢ - x mit ¢ konstant. [T Punkt]

Der Druck in einem Rohr wird an 2 Stellen gemessen. Die Ergebnisse sind in der nachstehen-
den Tabelle angegeben.

Rohrldnge in m Druck in bar
5 3,998
33 3,901

— Bestimmen Sie mithilfe der linearen Interpolation den Druck bei einer Rohrldnge von 14 m.
[2 Punkte]

— Beschreiben Sie, welche Bedeutung die Steigung der linearen Funktion p in diesem Sachzu-
sammenhang hat. [7 Punkt]

Teil a) Berechnung der fehlenden Bestimmungssticldes Dreiecks: (CLUSTER 1)
Gegeben sind:  AB := 50m
AC := 80m
~ = 20Grad

AB _ AC

Anwendung des Sinussatzes— = —
sin(y)  sin(B)

flhrt zu: Bl := asin(%g‘(ﬁ{)j = 33.2 OGrad
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Der Rechner liefert mit der Arcussinusfunktion aber einen spitzen Winkel. Laut Angabe ist abeipbéier stumpfe

Winkel zu nehmen, daher:

B := 180Grad - 31 = 146.8 [(Grad
&= 180Grad - (B +~) = 13.2 [Grad

AB _ _BC
sin(y)  sin(o)

Erneute Anwendung des Sinussatzes i

flhrt zu: BC = AB FSm(oa)
sin(y)

=33.3m

Teil a) Winkelberechnung (CLUSTER 3)

Einer Formelsammlung entnimmt man die folgende Ebfim den Winkelp zwischen zwei Vektoren a und b:

alb

>

a|

cos(¢) =

>

b

O

- [
Dabher istp hier der Winkel zwischen den Vektor AB und BC.

Allerdings missen die beiden Vektoren in den glicAnfangspunkt geschoben werden (siehe Skizz&)mwb si

eingezeichnete Winkel ergibt.

A AB =} AB
- -
:. ;rI:'
\\x
», BC
‘\‘\
'\\.\\
™
*' c
Flachenformel :
-
ABx AC liefert die Flache des von den beiden Vektorenesgggnnten Parallelogramms.
L

Die Flache des Dreicks ergibt sich daher zL A = % D|AB x AC

Teil b) Berechnung von Volumen und Masse des Verbitungsstiickes geman der gegebenen Skizze

2 4
(X)) =2+ X? X Funktionsgleichung der oberen Begrenzung

4

4:=2 Innerer Durchmesser des Verbindungsstiickes

Zur Berechnung der Breite des Verbindungsstiickds aeun Schnittpunkt der Funktion mit der ParallelexzAchse

bei y= d/2 gesucht werden

D
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V5+1 1.799

_ d J1-4/5 1.112i

Xs = y(x) = > auflésen ,x - \/_ = 1799
5+1 L

_\/1_—\/§ -1.112i

Da es sich um eine Gleichung 4.Grades handelt,emnemdch 4 Lésungen der Gleichung bei symboliscleehRur
gefunden, es gibt aber nur 2 reelle Losungen, waie auch aus der Grafik erkennt

Xahag, = Xso = 1.799 Xunten, = Xs2 = =1.799

y(x)

Fir die Breite gilt daher:
g B,:= Xoben — Xunten = 3.598

Zur Berechnung des Volumens des Verbindungsstiiikésom Volumen des gesamten Rotationskérper dag
des "inneren Zylinders" abgezogen:

Xoben 5 q 2
Vverbindungstiick := 70 DJ y(x)” dx - (Ej Or[b = 35.466  in dm3

Xunten

Bei der Berechnng der Masse germ = V [p muR auf die Einheiten geachtet werden (Umrechnomgkg/n® in

kg/dm?)-
Daher werden ietzt (nachtraalich) Einheiten vervegnd
dm:=10"'m  Viyewindungstick = 35.466dm>

p,=900K8 = gopkd
3 3
m dm

Myerbindungsstiick -= VVerbindungstiick P = 31.919kg Das ist die gesuchte Masse

Teil ¢) Rohrdruck

c:=c d:=d
anderem Zusammenhang bereits festgelegt wurdenetig symbolische Berechnungen
verfligbar zu machen.
p(X) =clk+d Festlegung der linearen Funktion p gemafd dem Gesetilagen-Poiseuille

Ap(x) :=p(x) -p(0) - ck Das sollte gezeigt werden!

k := k Diese Definitionen dienen lediglich dazu, die Vialém c und d (deren Werte weiter oben|i
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Zur Linearen Interpolation der Funktion bei einghinténge von 14m wird zunéchst eine lineare Funlkdiorch die
gegebenen Punkte gelegt

mx,k,d) =klk+d
Vorgabe
0(5 k.d) = 3.998 Das Gleichungssystem zum Aufsuchen der Grofzen kiund

p(33,k,d) = 3.901

X, ) -0.00346
:= Suchen(k,d) Gleitkommazahl,3 -
d 4.02

p(14 ,k,d) = 3.972 bar

Die Steigung k hat die Einh<M und gibt daher an, um welchen Wert der Luftdruckan pro
m

zusatzlichem Meter Rohrlange abnimmt

[+«] Aufgabe 8: Rohrleitungen (Cl1; CI3)
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=] Aufgabe 8: Thermistor (CI2)

Aufgabe 8 - Thermistor (fur Cluster 2)

Ein Thermistor oder HeiBleiter ist ein Halbleiter, dessen elektrischer Widerstand mit zuneh-
mender Temperatur T abnimmt. Die Funktion R beschreibt diesen Zusammenhang:

R(T)=a-e?
T ... Temperatur in Kelvin (K)
R(T) ... elektrischer Widerstand bei der Temperatur Tin Ohm (Q)
a ... Konstante in O (a > 0)
b ... Konstantein K (b > 0)

a) — Begrinden Sie mathematisch, warum die Funktion R monoton fallend ist. [7 Punkt]

— Zeichnen Sie den Graphen der Funktion R im Bereich 300 K< T <550 K fira = 0,1 Q und
b = 2500 K im nachstehenden Koordinatensystem. [7 Punkt]

R(T) in
500

4001
3001
2001

100

300 320 340 360 380 400 420 440 460 480 500 520 540 580
Tin K

b) Verwenden Siea =0,1 Qund b =2500 K.

— Linearisieren Sie die Funktion R an der Stelle 7, = 373,15 K, d.h., bestimmen Sie die Glei-
chung der Tangente an den Graphen von R im Punkt (T, |R(T,)). [2 Punkte]

— Ermitteln Sie den Betrag des relativen Fehlers, wenn man an der Stelle 7 = 390 K den
Widerstand mit der linearisierten Funktion anstatt mit der Funktion R berechnet. [T Punkt]

Wilfried Rohm 2015




HTL Saalfelden Reifepriifungsaufgaben SRDP 2015 Seite 33 von 36

¢) Flr einen bestimmten HeiBleiter wurden folgende Werte gemessen:

Tink Ain
293 510
313 290
333 178
353 120
373 80

Zur weiteren Auswertung wird eine Polynomfunktion 3. Grades als Ausgleichsfunition ver-
wendet.

— Ermitteln Sie diese Ausgleichsfunktion. [T Punkt]

In der nachstehenden Abbildung ist der Graph der zu ermittelnden Ausgleichsfunktion P be-
reits eingezeichnet.

700 Widerstand in £ Y,

G0

300 \‘\.

2004 .

el

— Erklaren Sie ausgehend von der obigen Abbildung, warum die 1. Ableitung dieser Polynom-
funktion 3. Grades keine reellen Nullstellen hat. [T Punkt]

a=a b:=b Diese Definition dient lediglich dazu, die bereitsiter oben definierten Werte fiir a und
flr symbolische Berechnungen zu "Uberschreiben"damdit verfligbar zu machen.
b
R(T,a,b) =a IIET Definition der Funktion R fur den elektrischen Wistand des Thermistors geméaf Angal

Teil a) Funktionsverlauf der Funktion R(T)

b

<
_ablE e Ableitung der Funktion ist fiir a>0 und b>0 IMIRENEGATIV. Daher mug di

d R(T.a,b) -
dT -|-2 Funktion R monoton fallend sein.

b

(Erkennt man natirlich auch daran, dass der F eT)ﬁJr groRRer werdendes T
immer kleiner wird.)

Zeichnen der Funktion fir a=0¢1und b= 2500 K im angegebenen Bere T_ := 300K ,301K .. 550K

pe

1%
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5001

375]

R(T_,0.1Q2,2500K) 250

1251

300 350 400 450 500 550

T_

Teil b) Linearisierung der Funktion R(T) b
2:=01Q b :=2500K R(T) =a =T
Linearisierung bei Tq := 373.15K
Ermittlung der Steigung ingr:

ersetzen, T = Tp
K= j_'rR(T) Gleitkommazahl 3~ _1-4:2[“ = 1A D%

Ermittlung des Achsenabschnitts d

d,:= R(To) -k OTp = 626.0179

NV

Relativer Fehler an der Stelle T1

[R(T1) - g(Ta))|
R(T1)

= 6.888 M

6007

400

Damit lautet die Geradengleichung/g;T) =kOr +d mit den obigen Werten von k und d.

Tq := 390K Durch Variieren von T erkennt man, wie die Gro3e des relativen
Fehlers von der Nahe zy &bhéangt (siehe auch Diagramm)

-200
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Teil ¢) Ausgleichsfunktion

293 510
313 290
vt :=| 333 in K VR = | 178 in Q
353 120
373 80

Durch diese Daten soll eine Polynomfunktion 3.Gsaale Ausgleichsfunktion gelegt werden.
Dies wird hier auf 2 Arten vorgefihrt:

Variante 1: Verwendung der Funktion minfehl (Erklarungen sig@uch Aufgabe 7)

Y(x,a,b,c,d) =a D(3 +b D(2 +clk+d Ansatz der Polynomfunktion
4 2
sumd@.b,c.d) = Z (VRi N y(VTi a,b.c d)) Zielfunktion (Summe der Fehlerquadrate)
i=0

a=1 h=1 c=1 4:=1

Vorgabe
sumg(a,b,c,d) =0 Minmierung der Zielfunktion ("kleinste Fehlerquats'
-3
3, -2.075x% 10
b . 1.089 , - . !
"1 := Minfehl(a,b,c,d) = Die Koeffizienten der Ausgleichsfunktion
G, -35.345
g -3.13x 10°*

Variante 2: Verwendung der eingebauten Funktion "regresstifiPolynomische Regression n-ten Grades

In den unten berechneten Vektor vs werden ab étle St die koeffizienten des Polynoms hineingeschrieben

VS = regress(vT VR ,3) =| 4.428x 104 Q= vsg = —9.375 x 10_4
-364.987 B 0
'=vsg = 1.
1.01
-9.375x10 4 .= Vsy = ~364.987

d:=vs3 = 4.428 x 10*

Die eingebaute Funktion "interp" definiert die Ftiok (auch ohne explizite Verwendung der Koeffitégana,b,

f(x) = mterp(vs,VT,VR,X) bzw. £(x) = abC +b ke +ck +d

Hinweis : Das Verwenden der Einheiten ist hier stwdihsam, deswegen wurden sie hier im Rechentgdela
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In der folgenden Grafik werden die Ergebnisse v&tgh - wie man sieht sind sie decklungsgleich.
T_:=260,261..400 T_inK
600T1
4001
VR
(XX
f(T_)
y(T_.a,b,c.d) 200
250 300 350 200
-200-
v, T_
250 300 350 400
-101

d

—f(T_)

dT_

-201
-30-
T
Wie man sieht, hat die 1.Ableitung der gezeichneelynomfunktion KEINE reellen Nullstellen.Reellailiétellen
nur bei Extremwerten (lokales Minimum bzw. lokaléaximum) der Ausgangsfunktion f auftreten.
[« Aufgabe 8: Thermistor (CI2)
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