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Wilfried Rohm
Differenzengleichungen

Differenzengleichungen bzw. rekursiv definiertedges ermoglichen eine relativ leichte Modellbildungd werden
daher in biologischen Systemen und in der Wirtdshadthematik gerne und zunehmend zur Beschreibomg v
Systemen und im Besonderen auch zur Simulationrdigther Systeme verwendet.

In Mathcad kénnen Differenzengleichungen direkursks tiber die Definition von Vektoren "so wie aifiem Blatt
Papier" angeschrieben werden. Hier folgen einigfg&lenstellungen, wobei der Grof3teil dem HAK-Buch
Hinkelmann/Béhm/Hofbauer/Metzger-Schuhécker: MattieGewinr? entnommen sind.

[*] Aufgabe 1: Zinseszinsrechnung

Aufgabe 1: Zinseszinsrechnung

n:=0.30

Wichtig ist, dass wirklich INDIZES definiert werddékein "niedrig
Ko := 1000 p:= 0.06 schrieben™!)
Kn+1 := Kp + p K Die Rekursionsgleichung flr das Kapital nach n+fidéen definiert

eine lineare Differenzengleichung 1.0rdnung (mit&t@anten
Koeffizienten)

Mdglichkeiten zur tabellarischen Darstellung:

n= Kn = 0
0 1-103 0 1-103
1 1.06-103 K = 1 1.06-103
2 1.124.103 2 1.124-108
3 1.191-103 3 1.191-103
4

Grafische Darstellung:

4x 103“

2% 103“

[«] Aufgabe 1: Zinseszinsrechnung
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[*] Aufgabe 2: Temperaturverlauf
Aufgabe 2 : Gebremstes Wachstum (SattigungskurvenaBeispiel des Temperaturverlaufes eines Getrankedas
einem Kuhlschrank entnommen wird.

Annahmen: Kihlschranktemperatur = 5°C
Die Erwarmung des Getranks pro Minute wird auf 3@% der Temperaturdifferenz geschéatzt
Die Zimmertemperatur wird mit 22°C angegeben.

Gemalf den obigen Modellannahmen lasst sich dierBwig durch folgende Rekursionsformel beschreiben:

Xg:=5 n:=0.20 0
0 5
Xp+1 = Xp + 0.3 E(22 - xn) 1 101
X = :
2 13.67
3 16.169
4
257
207
157
Xn
XX
101
5]
0 5 10 15 20

n

»->% Temperaturverlauf in Abh&ngigkeit von der Zeit in Minuten

Hinweis : Es empfiehlt sich eigentlich immer, die Rekunsiformel (so wie oben) fir den Wert mit dem Ineex

zu definieren und den Startwert (Anfangswert) nsitndndex O zu versehen.

Begriindung:

« Vektoren werden in Mathcad standardméafig ab O iexdiz

«  Wird (so wie in manchen Bichern) die Rekursionstrfiir den Wert mit dem Index n definiert, muss der
Wert der "Laufvariabalen” n zweimal (fur die Rekorsformel und fur die Grafik) unterschiedlich aedirt
werden, wie nachfolgend gezeigt wird.

X0:=5 n:=1.20 Xp:=Xp-1+0.3 E(22 - Xn—1)
n:=0..20
30r

257

201
Xn 157
K¢
101

5

[«] Aufgabe 2: Temperaturverlauf
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[*] Aufgabe 3: Logistisches Wachstum

Beim logistischen Wachstum wird d8uwachs eine Population proportional zur momentanen Paipn (so wie
beim exponentiellen Wachstum), alaerch proportional zur jeweils freiblebenden "Restkapa®i angenommen (so
wie beim gebremsten Wachstum mit einem "Sattiguegdv® - siehe auch Aufgabe 2)

Man erhélt daher die folgende Diffenrenzengleichung

y(n+1) —y(n) =k y(n-1) XS - y(n - 1))

Umformung ergibt:

y(n+

1) =y(n) + ky(n-1) XS -y(n-1))

Umschreiben als "Vektorgleichung" ermdglicht wiadwareine tabellarische und grafische Darstellung:

yo:=1 k= i S := 700 getroffene Annahmen
1000
n:=0.50 Yn+1 = k Dy |:(S‘yn)"'yn
0
0 1 8001
1 1.699
2 2.885
3 4.897 600
4 8.301
_| 5 14.042
y= Yn
6 23.675 o-0-0400
7 39.687
8 65.892
9 107.675 200
10 171.453
11 262.074
12 )

[«] Aufgabe 3: Logistisches Wachstum
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[*] Aufgabe 4: Gekoppelte Differenzengleichungen

Als Beispiel fur eine komplexere SystembeschreibmitgDifferenzengleichungen wird hier das klassesch
Rauber-Beute-Modellvon Lotka/Volterra vorgefihrt.

Dieses Modell simuliert eine kleine Nahrungskettedem Fuchs als Fleisch fressenden Rauber undHiesan
als Pflanzen fressendes Beutetier.
Als Variablen verwenden wir H fiir den Hasenbestamnd F fir den Fuchsbestand.

In Abwesenheit von Flchsen wird fir die Hasen &poeentielles Wachstum (Parameter a) angenommen,
allerdings wird bei jedem Zusammentreffen Hase-Bydessen Wahrscheinlichkeit abh&ngig von den
Bestanden, also dem Produkt H*F ist) der Bestamafeeinem Parameter c reduziert.

Bei den Flichsen nimmt ohne Beute der Bestand mitRigrameter b exponentiell ab und (&hnlich wie pben
nimmt der Bestand in Abhangigkeit von der Zusammegiwahrscheinlichkeit mit dem Parameter d ("der
Beutewahrscheinlichkeit") zu.

Als (natdrlich veréanderbare) Werte wird nun angemam:

a:= 0.08 Nettozuwachsrate der Hasen
b:=0.2 Gewichtsverlust der Flichse / Woche
c:= 0.002 Wahrscheinlichkeit fir einen Hasen, bei einem BErfiit einem Fuchs

gerissen zu werden

d:= 0.0004 Beutewahrscheinlichkeit (aus der Sicht des Fuchses)
Hp:= 500 Fg:=20 Populationsgréf3en zum Beginn

Aus den obigen Modellannahmen resultiert das foldeegekoppelte Differenzengleichungssystem:

n:=0..200
(Hn+1 (Hn +alH, - ¢ Hy D:nJ Die gekoppelten Diffenzengleichungen werdegiimen
= Vektor geschrieben, sodass fur die Berechnung van H
Fn+1 Fn —b[Fny + d[Hp [Fp bzw. F,,; sowohl H, als auch Fbekannt sind!
0 0
0 500 0 20
1 520 1 20
2 541 2 20
3 562 3 20
4 584 4 21
H=| 5 606 F=5 | 2

6 629 6 23
7 650 7 24
8 672 8 25
9 691 9 27
10 709 10 29
11 11
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[«] Aufgabe 4: Gekoppelte Differenzengleichungen

®  Zuriick zur Beispieliibersicht "Wirtschaftsmathematik "
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