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SPLINE Interpolation

[*]
®  Mathematische / Fachliche Inhalte in Stichworten:
Polynome, Gleichungssysteme, Differenzialrechnung
* Kurzzusammenfassung
In der technischen Praxis ist es des 6fteren noétig, dass Auswertungen von
Messungen durchgefihrt werden mussen. Dazu wird sehr haufig die
Spline-Interpolation verwendet. In diesem Beitrag sollen die Grundgedanken der
kubischen Spline-Interpolation ausgefiihrt werden.
* Lehrplanbezug (bzw. Gegenstand / Abteilung / Jahrgang):
Angewandte Mathematik, iber mehrere Jahrgange verteilt, alle Abteilungen
®  Mathcad-Version:
Mathcad 2001
4]

Grundidee

Eine reelle Funktion f(x) die als hinreichend oft differenzierbar vorausgesetzt wird, ist haufig
nur an vorgegebenen Argumentstellen
Xo < X <X2<..Xp,
den sogenannten Stitzstellen bekannt. Die Stitzwerte yo = f(Xo), Y1 = f(X1), ... ¥ = f(X) erhalt
man moglicherweise durch Messungen oder Berechnungen; an den Zwischenstellen ist der
Wert von f)x) hingegen nicht bekannt. Die Interpolationsaufgabe besteht nun darin, dal man
eine Funktion p(x) aus einer gegebenen Funktionsklasse bestimmt, die fur x 1 [%o, Xp]definiert
ist und die der Interpolationsanforderung p(xi)‘ = f(x;) far il [0;n] gentigt
y h

Am Graph des Interpolationspolynoms bemerkt man, daR zwischen den Stiitzstellen relativ
groBe Schwankungen auftreten. Diese ,Welligkeit* wird um so groéRer, je mehr Stitzstellen
vorhanden sind. Durch diese groBen Schwankungen sind derartige Polynome zu
Weiterbearbeitung ( z. B. numerische Differentiation) nicht geeignet.

Diese Probleme kann man mit Hilfe der Spline - Interpolation vermeiden. Die Spline -
Interpolation ermittelt eine Funktion S(x), die zwischen Stiitzstellen xp < X3 < X < ....... < Xp, den
sogenannten Splineknoten, moglichst geringe Schwankungen aufweist und trotzdem eine hohe
Glattheit besitzt. Das gelingt, indem man die in jedem Teilintervall [Xk, Xk+1] durch ein Polynom 3.
Grades (kubische Splineinterpolation) interpoliert, welches man derart anschreibt:
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S(X) = Sk(X) = a* bil(x = Xi) F cilX = Xi)? F di(X *xi)°?
mitx I [x,, Xwi] und k=0, 1, ..., n- 1 ergibt 4n Koeffizienten.
Fir x 3 x, setzt man zusatzlich
S(X) = Sp(X) = an+ bn(x - xp) T ca(X - x,)% (man erhalt 3 zusatzliche Koeffizienten)

so daf sich die interpolierende Funktion S(x) aus n + 1 Polynomen S(x) mit insgesamt 4n + 3
Koeffizienten zusammensetzt.

Fordert man, daf3 S(x) die gegebenen Werte i an den Knoten x, interpoliert, weiters dalR S(x),
S’(x) und S”"(x) stetige Funktionen sind und S(x) in den Intervallen (- ¥, x¢] und [x,, ¥) linear ist,
so heil3t S(x) natdrliche Splinefunktion 3. Grades. Unter diesen Bedingungen erfiillt S(x) die
interessante Voraussetzung, daf} sie unter allen zweimal stetig differenzierbaren Funktionen,
die Punkte (X, Y« interpolieren, die kleinste Gesamtkrimmung

Xn
K = (Jstx)]”dx ® Min
Xo

hat und somit eine besondere Eignung von S’(x) als naherungsweise Ableitung berechtigt ist.

Die 4n + 3 Spline - Koeffizienten a, bk, ¢« und dk berechnet man folgendermafen:

(1) Interpolationsforderung: S (X)) = Yy k=0,..,n

(liefert n + 1 Koeffizienten)

S (X)) = S 1(Xk)

(i) stetigkeitsforderung: Sk¢(xk) = Sk.1¢(xk) k=1,..,n
2 2

S (X)) =S.1 (Xy)

(liefert 3n Koeffizienten)

- 2 2
(ii) Linearitatsforderung: So (Xo) =S, (x,)
(liefert 2 Koeffizienten)

Man sieht, da schon bei wenigen Knoten die Anzahl benétigter Gleichungen sehr grof3 wird.
Die so entstehenden Gleichungssysteme kdénnen aber mit Hilfe des Gaussschen Algorithmus
geldst werden.

Neben den kubischen Splines werden auch lineare und quadratische Splines verwendet, wobei
die interpolierenden Polynome entweder lineare oder quadratische Funktionen sind.

Anhand von 4 Stitzpunkten mit den Knoten % = 0, xx = 1, X2 = 2 und xs = 3 und den
zugehdrigen Werten yo = 0, y» = 1, y» = 0 und ys= 1 sollen nun die 4 Splinefunktionen S(x),
S1(X), S2(x) und Sa(x) bestimmt werden und dann mit der internen kubischen Splineberechnung,
welche Mathcad anbietet, verglichen werden.
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Spline - Interpolation fur die Knotenpunkte (0]0), (1|1), (2|0) und (3|1)

Stiitzpunkte (Knotenpunkte):

Xp:=0 x1:=1 X2 =2 Xx3:=3

Yo:=0 y1:=1 y2:=0 y3:=1

Naherungspolynome und deren Ableitungen
Sk(x) =ak + bk X(x - xk) + ck ><(x - xk)2 + dg ><(x - xk)3
%gak + bk ><(x - xk) + ck ><(x - xk)2 + dg ><(x - Xk)3E ® by + 2 xck ><(x - xk) + 3 xdg ><(x - xk)2
d—zzgak + bk ><(x - xk) + Ck ><(x - xk)2 + dg ><(x - xk)gE ® 2 xcK + 6 xdg ><(x - xk)

dx

Interpolationsbedingungen:

So(x) =ag + bg ><(x - xo) +Co X(x - x0)2 +dg X(x - xo)3

a0+b0><(x- xo)+co><(x- xo)2+do><(x- x0)3=y0® ag=0

S1(x) =ag + bq ><(x - xl) +cC1 X(x - x1)2 +dq X(x - xl)3

a1+b1><(x- x1)+cl><(x- x1)2+d1><(x- x1)3=y1® a; =1

So(x) =ap + by ><(x - x2) +Co X(x - x2)2 +do X(x - x2)3

a2+b2><(x- x2)+02><(x- x2)2+d2><(x- x2)=y2® ar» =0

S3(x) =ag + bz ><(x - X3) +C3 X(x - X3)2

a3+b3><(x- X3)+03><(X- X3)2=y3® ag=1
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Stetigkeitsforderung:

Sl(xl) = So(xl)

a; +bp ><(x - xl) +cC1 X(x - x1)2 +dq ><(x - x1)3 =ag + bg ><(x - xo_) +Co X(x - xo_)2 +dg ><(x - xo)3

ergibt aj; =ag+bg+cgo+dg

Sz(xz) = Sl(xz)

X = X9
as + by ><(x - xz) +Co X(x - x2)2 +do ><(x - x2)3 =aj] +bg ><(x - xl) +cCq ><(x - x1)2 +dg ><(x - x1)3
ergibt ap=aj+by+cp+dq
S3(xa) = s2(x3)
X = X3
az + by ><(x - X3) +C3 X(x - X3)2 =ap + by ><(x - xz) +Co X(x - x2)2 +do ><(x - x2)3
ergibt ag=ap+hy+co+do
s'1(x1) =870 (x1)
X = X1
by +2xcq X(X - Xl) + 3 xdq X(X - X1)2 =bg + 2xcqg X(X - Xo) + 3 xdg ><(X - Xo)2

ergibt b1 =bg + 2 xcg + 3 xdg

S'2(X2) = S,l(XZ)
X = Xp

by + 2 xco X(X - X2) + 3 xdo X(X - X2)2 =bq +2xcy X(X - X]_) + 3 xdq ><(X - X]_)2

ergibt by =b1 + 2xcq + 3xdq

S'g(Xg) = S’z(Xg)
X =X3

b3+2><C3><(X- X3)=b2+2><02><(x- x2)+3><d2><(x— Eﬁgi?bt bz =by + 2xco + 3xdy

S"l(xl) _ S"o(xl)
X = X1

2xcq + 6 xdq ><(x - xl) =2 xcq + 6 xdg ><(x - er@)bt 2xcqp =2 xcqg + 6 xdg

SNZ(XZ) _ S"l(Xz)
X = X2

2 xCp + 6 xdp ><(x - x2) =2xcq + 6 xdq ><(x - erg)bt 2xCp =2 xCq + 6xdq

SNS(XS) _ SNZ(XS)
X = X3

2xC3 =2%Cy + 6 xdy ><(x - x2§rgibt 2xC3 =2%Cy + 6 xdy
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Linearitatsforderung:

S”0(x0) =0 s73(x3) =0

X =Xo 2xc0+6><d0><(x-x0)20® 2xcg =0 2xc3 =0

Das lineare Gleichungssystem wird nun gel 6st.

Vorgabe
apg=0 a1 =1 a»=0 az=1
ap=aj; +hy+cg+dy byp=bg+2x%xcg+ 3xd(2xcy =2x%xcq + 6xdg
a;=ag+thgt+tcg+dg bp=by+2xcqy+3xd-2xcy =2xcy + 6xdq
ag=apthy+cp+dy bz=hy+ 2xco+ 3xdp2xc3 =2 xcy + 6 xdp
2xcg=0 2xc3=0

o)
o
o
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Die gefundenen L ésungen:

ap:=0 b =2 co:=0 d =2
0 - 0 - 3 0- 0- 3
a;=1 b'—_l c1:=-2 d—4
1- 1- 3 1 1 3
-2

-1 -
ar =0 by = — Cp:=2 dz:

3

5
ag:=1 b3::§ c3:=0

Interpolationsforderung

Stetigkeitsforderung

Linearitétsforderung

Roland Pichler

2001




HTL Kapfenberg

SPLINE Interpolation

Seite 6 von 7

Die grafische Darstellung der drel Polynome tiber den gesamten Definiotionsber eich:

x:=-0.1,-0.09.. 3.1

Sa(x) :=an + bn X{x - xqa) + cq x{x -
S1(x):=a1 + by x(x - x1) + c1 x(x -
S»(x) = + by x(x - xo) + cp X(x -
S3(x) :=ag + bz (x X3) +c3 ><(x

X

X

X
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+ dp x(x -
+ dp x(x -

+
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Definitionsbereich

3 Funktionsgleichungen, die zwischen den
Knotenstellen gelten

Funktionsgleichung fr den rechten Knoten

Laufvariablefur die Knotenpunkte

Uy, X
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Mathcad bietet zur Berechnung von kubischen Splines eine interne Funktion interp(....) an.

erzeugt einen Datenvektor, der

vs:=Ispline(u, v) weiter verarbeitet wird.
interp(vs, u, v, x) bestimmt dieinterpolierten Werte.
S(x) = | So(x) if -.1 Ex£1 Sdbstdefinierte Funktion (x), diesich ausden Unbekannten des

Gleichungssystemsergibt.
S1(x) if 1Ex£2

So(x) if 2EX£E3

S3(x) otherwise

interp(vs, u, v, 0.707) = 0.942737838 3(0.707) = 0.942737838 o
Vergleich zwischen interpolierten

i - - Wertendurchinterp(....) bzw. S(x) auf

interp(vs, u, v, 1.235) = 0.8285205 ~ S(1.235) =0.8285205  |/mencurchinen(..

interp(vs, u, v, 2.461) = 0.206060546 3(2.461) = 0.206060546

S(0)=0 S(1)=1 S@=0 S@B)=1 Wertean den Knoten

OO

S(x)

interp(vs,u,v,x)+1

Uy, X

Zuinterp(..) wurde 1 addiert, damit man die | dentitét der beiden Graphen sieht.

Roland Pichler 2001




