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Fouerierreihen - eine Einfihrung

-

# Mathematische / Fachliche Inhalte in Stichworten:
Integralrechnung, Summenbildung, Fourierreihe
& Kurzzusammenfassung

In ersten Teil des Beitrages wird gezeigt, dass man beliebige periodische
Funktionen (auch mit endlichen Unstetigkeitsstellen) durch Summen von
periodischen Sinusfunktionen unterschiedlicher Frequenz darstellen kann; dies
fuhrt zur Fourierreihe.

Anschliel3end folgt mit Hilfe von Mathcad die allgemeine Berechnung der
Koeffizienten der Fourierreiehe.

Als letztes wird nun diese Werkzeug auf einige Beispiele angewendet.

@ Didaktische Uberlegungen / Zeitaufwand

Wesentlich an diesem Besipiel ist die Erkenntnis, dass periodische, aber nicht
sinusformige Zusammenhange sehr oft durch eine Summe von Sinusfunktionen mit
unterschiedlichen Frequenzen fargestellt werden kénnen. Dies kannn man mit
Hilfe von Mathcad sehr schdn zeigen. Auch die Herleitung der Fourierkoeffizienten
gelingt mit Mathcad ausgezeichnet.

Der Einsatz von Mathcad ist eine wesntliche Voraussetzungfiir das Gelingen.

® Lehrplanbezug (bzw. Gegenstand / Abteilung / Jahrgang):
Angewandte Mathematik, 4.Jahrgang bzw. 5. Jahrgang Elektrotechnik,
Nachrichtentechnik

®  Mathcad-Version:
Mathcad 11

[&]
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Fourier-Reihen

Wenn wir ein Konzert horen, so trifft auf unser Ohr ein gewaltiger Schwingungsmix in Form einer sehr komplizierten
Schalldruckfunktion. Dennoch héren wir einzel ne Instrumente und Téne heraus. Unsere Ohren nehmen ndmlich
eine Fourieranalyse der eintreffenden Schalldruckfunktion vor.

Die Entwicklung der Fourieranalyse hat eine lange Geschichte und beruht auf zahlreichen Untersuchungen von
physikalischen Erscheinungen. Fur die Beschreibung von periodischen Vorgéngen eignen sich die am Einheitskreis
abgeleiteten Sinus- und K osinusfunktionen ganz besonders. Duch Summen von gewichteten Sinus- und
Kosinussignalen lassen sich beliebige, periodische Signale beschreiben. Bei einer schwingenden Saite lassen sich
zum Beipiel verschiedene Schwingungsmoden feststellen. Aul3er der Schwingung der Saite Uber die gesamte
Lange, schwingt die Saite um Knotenpunkte herum mit der halben Lange, einem Drittel, einem Viertel.... Daraus
ergeben sich harmonisch verwandte Teil schwingungen deren Frequenzen idealisiert ganzzahlige Vielfache der
Grundschwingung sind. Wenn es al'so gelingt die Schwingung der Saite zu einem bestimmten Zeitpunkt durch eine
Linearkombination von Sinusschwingungen zu beschreiben, kann der Zustand der Saite auch zu jedem anderen
Zeitpunkt bestimmt werden, indem die K oeffizienten des friiheren Zeitpunktes ausgewertet werden.

Es gibt auch andere physikalische Systeme, die eine vorgegebene Funktion in Sinus- oder K osinusfunktionen
zerlegen:
- Ein optischer Filter l&asst nur sinusférmige Lichtwllen in bestiommter Frquenz durch
- Ein Prismalenkt sinusférmige Lichtwellen je nach Frquenz unterschiedlich stark ab
- Eine Linse sortiert raumliche Sinusstrukturen eines Gegenstandes in der Brennebene nach
der "réumlichen Frequenz".
- Ein elektrischer Nachrichtenlbertragungskanal 18sst nur bestimmte harmonische Anteile von Signalen
durch.

Das mathematische Werkzeug fUr derartige Zerlegungen wir durch die Fourieranalyse geliefert. Sie wurde vom
franzosischen Mathematiker Jean Baptiste Fourier (1768 - 1830) als komplexe Theorie entwickelt.

Die Darstellung einer Funktion durch eine Taylor-Reiheist nicht die einzige Mdglichkeit, unendliche Reihen als
Darstellungsform zu benutzen. Periodische Funktionen, die etwa mechanische oder el ektrische
Schwingungsvorgéange beschreiben, kdnnen durch Sinus- und Kosinusfunktionen auf Grund ihrer Periodizitét weit
besser beschrieben werden als durch Potenzfunktionen. Eine Uberlagerung von harmonischen Schwingungen ist
auch technisch praktikabler, denn die Ubertragung sinusférmiger Schwingungen ist leicht mess- und berechenbar.
Die Zerlegung einer Funktion in harmonische Schwingungen, d. h. in Sinus- oder/und K osinusfunktionen, hei (3t
harmonische Analyse. Daessich hierbei meist um Funktionen der Zeit handelt, werdet als Argument genommen.

1. Grundlagen

Im zweiten Jahrgang untersucht man tblicherweise Summen von periodischer Funktionen. Dabei kann man
softwareunterstitzt sehr anschaulich die Uberlagerungen zeigen, wieim folgenden Beispiel gezegt wird.

1. Beispiel:

Vorgegeben sind die drei Sinuslinien y,(t), y,(t) und y5(t). Die drei Funktionen sind graphisch darzustellen.
Waéhle den Definitionsbereich zwischen -2 xp £ 6 xp

y1(t) = 2 xsin(t) Ya(t) = = xcos(t) ya(t) =sin&+ 29
2 e 49

Aus der graphischen Darstellung kann man sehr schon den sinusférmigen Verlauf und die unterschiedlichen
Amplituden erkennen.

L;=-2xp,-2p +0.001.. 6 xp
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Die Bildung der Summenfuktion liefert nun folgendes Eegebnis,(die drei Basiskurven sind nochmal eingezeichnet)

ys(t) =y1(t) +y2(t) +y3(t)

N T
—
PN

Danach sind folgende Fragen zu beantworten:
a) Welche Perioden haben die einzelnen Funktionen y;j(t)?
b) Welcher Art ist Summenfunktion yg(t)?

¢) Wielautet deren Periode?

2. Beispiel:

a) 2p
b) Sinusfunktion

0 2p
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Alsnéchstes sind wiederum drei Sinuslinien darzustellen.Wahle den Definitionsbereich zwischen -2 xp £ 6 xp

=1 xsj ':Ex X =1 XsinA3 x Bg
ya(0) = 1 xsin(t) Xaft) = xcos(2x) ya(h =1 sm‘g% te o

Ms() =y (t) +y2(t) + y3(t)

Stelle die Graphen undauch die Summenfunktion dar und diskutiere das Ergebnis:

L;=-2%p,-2xp +0.001.. 6 xp

ys(t)

y1(1)

— :

ya(1) —4 T2
8

y3(t)

Beantworte danach folgende Fragen:

2 X
a) Welche Perioden haben die einzelnen Funktionen yi(t)? & 2p,p, Tp
b) Welcher Art ist die Summenfunktion yg(t)? b) eine periodische Funktion

¢) Wielautet deren Periode? c2p

3. Beispiel:
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Die unten stehende Funktiongleichung beschreibt eine Rechteckspannung u(t)
L=-2%p,-2xp +0.01.. 6xp

A-I/\—N:: 2 xp

. T &t 00
)= ]2 if O£t<— 1) =y § T xfloore ===
ol 2 A TS &T oo

T
(-2) if E<t£T otherwise

Bemerkung: "floor( )" rundet diein Klammer stehende Zahl auf die néchst kleinere ganze Zahl, stellt VVerschiebung
auf der x-Achse dar

4+
2
a(t)
ys()  -10 -5 0 5 10
Z
Sypi
t
Beantworte danach folgende Fragen:
a) Welche Perioden haben die einzelnen Funktionen y;(t)? =) 21 o TR
b) Welche Funktion ist die Summenfunktion g(t)? o) IS gt) =ys(t) ceeeveeene
¢) Wielautet deren Periode? (o) IS 21 o TR

4. Beispiel:
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Die unten stehende Funktion beschreibt eine Dreieckspannung u(t)
Versuche (8hnlich wie oben) eine Funktionsgleichung zu entwickeln.
Uberpriife durch Darstellung mit Mathcad.

T:=2x%xp T
" = [t if 0Et<— &t 60
M=t 2 () = ysrfa?- T xfloorc= ==
e eT oo
T
T-1t if E <t£T otherwise
-
o+
g(v
ys(  -10 -5 0 5 |
-4
4L
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2. Fourier- Koeffizienten

Allaemein gilt nach Jean Baptiste FOURIER (1768 - 1830), dass jede periodische Funktion f(t) mit der Periode
2 x
T=

P in eine Reihe entwickelt werden kann:
w

0 o |
f(t) = ? + a (an xcos(n xw xt) + by xsin(n xw ><t))
n=1

wobei sich die Fouerier-Koeffizienten fol gendermalien berechnen lassen:

T
2
an =—x0 f(t) xcos(n xw xt) dt n=0,1,2,3,......
T O
0
5 T
bn=—=x0 f(t) xsin(n xw xt) dt n=1,2,3,.....
T O
0
i 2 of
speziell gilt: ag=—x0 f(t) dt
T %

Diese Koeffizienten erhdlt man auf folgendem Wege.

1
-

2 %
Zur Bestimmung von a wird die Reihe Uber eine Periode T = ol integriert. Man erhalt:
o w

&

T

T 0 T T
9 6 @ 9 0
0 f(t)dt=5 —dt+0 ajxcos(wxt)dt+ 0 apxcos(2xw xt)dt ...
%, o 2 0 )
0 0 0
0
6ol 6
+0 bgxsin(wxt)dt+ 06 byxsin(2w xt) dt + ........
) )
0 0
T
0
o 20 dt ® L xT x
debei gilt ffir dielntegrle 0 5 5 e
%
T _ .
0 sin(T xn xw) sin(T xw xn) .
0 ap xcos(nxw xt) dt ® ——— xap ——  xap =0 furn=1,23, ...
0 n xw n xw
0
T
0 . cos(T xnxw) - 1 cos(T xw xn) - 1 .
0 bpxsin(nw xt) dt faktor ® -bp x =0 furn=1,23, ...
9, n xw n xw

Roland Pichler 2006



HTBL Kapfenberg Fourierreiehen - eine Einfiihrung Seite 8 von 19

-
f(t) dt

OQ1O> O
o

T

1
man erhalt: f(t) dt = 2 xT xag auflésen,ag ® 2 x

QOO

DieKoeffizientena, und b, (n=1, 2, 3, ...erhét man, indem man die Reihe hintereinanderfolgend mit cos(wt),
cos(2wt), ..., cos(nwt), ..., sin(wt), sin(2wt), ..., sin(nwt), ... multipliziert und danach tber die Periode

integriert.
AlsBeispiel sei die Berechnung von a; und b, gezeigt:

T T

T .
0 0 0
0 f(t) xcos(w xt) dt =0 ajp xcos(w xt) xcos(w xt) dt + § ap xcos(2 xw xt) xcos(w xt) dt ...
%, 0, %,
6 T
+0 bq xsin(w xt) xcos(w xt) dt + .........
%
. 2%
dabei gilt: T:= P
w
67 67
0 ap xcos(w xt) xcos(w xt) dt ® L xay| 0 bp xsin(w xt) xcos(w xt) dt ® O
0 w 0
0 0
o] T 2
0 ap xcos(w xt) xcos(n xw xt) dt faktor ® xap XN xsin(p xn) xcos(p xn)
%, w x(-1+ n) x(1 + n)
2 xap XN xsin(p xn) xcos(p xn) =0 firn=2,3
| = =2,9, .uuun
wx(-1+n)x(L+n) > >
T
0 , cos(p xn) + 1
0 bp xsin(w xt) xcos(n xw xt) dt faktor ® 2 xbp x(cos(p xn) - 1) x
%, W x(1+n)x(-1+n)
+
cospxm *1 _, firn=2,3, .....

2 xbpy x(cos(p xn) - 1) W X(1+n)x(-1+n)

da cos(p xn) - 1 =0flr gerade nund cos(p xn) + 1 = 0flr ungeraden
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0 by xsin(w xt) xsin(w xt) dt ® — xb 0 ag xcos(w xt) xsin(w xt) dt® 0
0 w 0
0 0
0 T 2
0 bp xsin(w xt) xsin(n xw xt) dt faktor ® xbpy, xsin(p xn) xcos(p xn)
%, W X(1+n)x(-1+n)
2 xbpy, xn xsin(p xn) xcos(p xn) =0
[ = y
w x(-1 + n) x(1 + n) n P P firn=2,3, ...
T
0 . cos(p xn) + 1
0 ap xcos(w xt) xsin(n xw xt) dt faktor ® -2 xap xn x(cos(p xn) - 1) x
%, w Xx(-1+ n) x(1 + n)
cos(p xn) + 1 firn=2,3, ...
2 xap x(cos(p xn) - 1) x (p xn) = “
w X(1 + n) x(-1 + n)
T=T
Man erhélt:
o' p o' w
0 f(t) xcos(w xt) dt = — xa; auflésen,a; ® O f(t) xcos(w xt) dt x—
%, w % p
6" . p 6 : w
0 f(t) xsin(w xt) dt = — xbq auflosen,by ® 0 f(t) xsin(w xt) dt x—
%, w % p
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3. Fourierreihen - Darstellung einiger Funktionen

Im Folgenden wird anhand dreier Beispiele die Berechnung der Fourier - Koeffizienten erklért.

ap
f(t) = ? + (an xcos(n xw xt) + by xsin(n xw Xt))

1 Qo «

n=1

wobei sich die Fouerier-Koeffizienten fol gendermalien berechnen lassen:

T

. T . T
2 2 2 0
ap =— x0 f(t) dt an = — x0 f(t) xcos(n xw xt) dt by = — x0 f(t) xsin(hxwxt)dt n=1,2,3
oTNO() ”TGO() ( )”TGO() ( )
5. Beispiel:

Die unten stehende Funktiongleichung beschreibt eine Rechteckspannung u(t)

. T
T:=2xp Ys() = |2 if 0£t<5 u() I=ysé.’?- Txﬂoorgﬁ?@
e el aa

(-2)

T
if E<t£T otherwise

L;=-2%p,-2xp + 0.001.. 6 xp

N

Zur Berechnung der Fourierkoeffizienten verwenden wir die obigen Formeln und gehen dabei wiefolgt vor:

2xp
w =
T
5 6 T
Berechnungvona,: ag=—x0 f(t) dt
T 0,
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el 0
¢Q . -
2 (;0 2 QT + .
ag=—720 2dt+0 -2dt. vereinfachen ® ag=0
T&% 87 N
c ol -
e 2 [%]
2 o'
Berechnungvona,: ap=—x0 f(t) xcos(n xw xt) dt
T 0
el 0
Go 2 T -
2 90 Q + 1 aon sin(pxn) 4
ap=—x%§ 2xcos(nxw xt) dt + 0 -2 xcos(nxw xt) dt . ® ap = — x4 x—————— - — xsin(p xn) xcos(p xr
T GO 4] - p & n n
0 T
c ol -
e 2 7]
ap =0 furalenist zu zeigen
Berechnung von b,
2 o
bh =—x0 f(t) xsin(n xw xt) dt
T 0
el 0
Go 2 T -
2 90 . Q i =+ 1 & cos(pxn) 2 2 xcos(p ><n)2
bhn==x%§ 2xsin(nxwxt)dt+09 -2xsin(nxwxt)dt.® by=—xC-dx———=+ — + 2x——F—
T GO o} - p e n n n
0
c ol -
e 2 [%]
& 2 .0
1 cos(p xn 2 2xcos(pxn)” - 1% cos(p xn) - 1
bp =— xC-4 XL +—+2x (p xn) ~ vereinfachen ® bp =4 xcos(p xn) XL
p e n n n (%] p xn
b, =0 furn=gerade (2, 4,6, ...)

cos(p xn) - 1 —4x

flr n=ungerade (1, 3,5, ...)

bp =4 xcos(p xn) x
pxn

Darstellung der Funktion als Fourierreihe:

¥
cos(p xn) - 1
= Q Brcos(pn) V-1
e xn
n=1
ergibt n:=n

nxp

xsin(n xw Xt)g
a
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cos(p xn) - 1

xsin(n xw ><t)9
p >xn 7]

9
3 &

4 xcos(p xn) x
a e

n=1

ergibt

xsin (9 xw xt)

8 8 8 8 8
— xsin(w xt) + xsin (3 xw xt) + xsin (5 xw xt) + xsin (7 xw xt) +
p 3 x 5 x 7 x 9 x

Dieersten 5 Glieder dieser Fourierreihe

in(w xt) . sin(3w xt) . sin(5w xt) . sin(7w xt) . sin(9w xt) 9

8
ug(t) = —
5 =7 1 3 5 7 9 g

o8
xe
e

Fur die graphische Darstellung bricht man nach einigen Koeffizientenab. z. B.n=5

Roland Pichler

k=5
s cos(p xn) - 1 0
Myt k) = é ﬁ xcos(p xn) xp— xsin(n xw ><t)9
e xn (4]
n=1
ot
u(t, k) I i i I i I i i i
- -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12
t
6. Beispiel:
Die unten stehende Funktiongleichung beschreibt eine Rechteckspannung u(t)
) T
T2 Ys(0) = |t if 0£t<5
T — 00
T ; u(t) := ysr?- T xfloore= ==
T-1t if > <t£T otherwise M e oT oo
2006
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4

Zur Berechnung der Fourierkoeffizienten verwenden wir die obigen Formeln und gehen dabei wiefolgt vor:

2xp
W=
T
2 QT
Berechnungvona,: ag=—x0 f(t) dt
T O
0
e’ U
(S') ) u
280 2 QT ] .
ag=—A0 tdt+0O (T-t)dt;vereinfachen ® ag=p
T&, o u
e - a
e 2 u
Berechnung von a,:
5 6 T
ap=—x0 f(t) xcos(n xw xt) dt
T O
0
e T U
& 2 T u
2 @0 Q ! 1 gecos(p xn) + p xn xsin(p xn) 1
an =—xxp txcos(nxwxt) dt+90 (T- t)x(cos(nxw xt)) dt;® ap=— x - —
T eoo 0 u N 2 2
é T ( e " "
é 2 0
1 & i 1 2x 21 i 0
¢ 0S(p xn) + p xn xsin(p xn) cos(p xn)~ - -cos(p xn) + p xn xsin(p xn) x i
an=— X - —- - " vereinfachen
p 2 2 2 2 2 =
e n n n n 1]
an=0 fur geraden

fir ungerade n

ap = - 2 xcos(p xn) x
p xn

Berechnung von b,
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HTBL Kapfenberg Fourierreiehen - eine Einfiihrung Seite 14 von 19

. T
2 0 .
bp == x0 f(t) xsin(n xw xt) dt
T O
0
e T u
2 & 6" G 1 & (-sin(p xn) (pxn)
- (- sin(p xn) + p xn xcos(p xn :
bnz—x% txsin(nxw xt) dt + O (T - t) xsin(n xw xt) dt > ® bn:—xg b P P L
T8, gr R 2 :
é o v €
e 2 u
1 é-(-sin(p xn) + p xn xcos(p xn 2 sin(p xn) + p xn xcos(p xn) (J
bh=— <& ( (p>1) p2 (p 1) Y xsin(p xn) xcos(p xn) + (pxn) + p > (p )Hvereinfac
P e n n n G
bh=0 furdlen
Darstellung der Funktion als Fourierreihe:
) e 1 + cos(p xn) 0
o .
u(t) = -2 x€cos(p xXn) x——————— — xcos(n Xw xt) —
W=a c (p xn) " ( )+
n=1© p *xn 4]
p > & 1+ cos(p xn) (o}
° -
— + -2 xcos(p xXn) Xx———————  xcos(n Xw xt) —
>t a ¢ (p xn) " ( )2
n=1 e p xn a
ergibt

XCOS (9 xw xt)

1 4 4 4
— Xp - — xcos(w xt) - XCOS(7 xw xt) -
p 9xp 81 xp

4
XCOS(3 xw xt) -
2 25 xp

4
xCOS (5 xw xt) -
49 xp

Fur die graphische Darstellung bricht man nach einigen Koeffizientenab. z. B.n=5

k=5
p ) e 1 + cos(p xn) 0
o -
Myt k) = E + a ¢ 2 xcos(p xn) ><—2 XCOS (N Xw xt) =
nh=1© p xn (7]
u(t’k) ] ] ] ] ] ] ] ]
-6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12
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2 xcos(p ><n)2 -1 pxnxsin(p xn) - cos(p xn) 9
! 2 2 -~
n n 7]

cos(p xn) - 1
® ap =-2xcos(p xn) X———————

p xn
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~

z xn xcos(p xn) + sin(p xn)

3 xsin(p xn) xcos(p xn) + P (P 2) in(p )H

| n g
cos(pxn) - 1

hen ® bp =-2xsin(p xn) x
p >n
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