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\W Bremsung einer Lokomotive

* Mathematische / Fachliche Inhalte in Stichworten:
Modellierung von EinflussgroRen (Kraften)
stickweise stetige Funktionen
Regression und Spline; Bestimmtheitsmal}
Zusammenhang kinematischer Gréf3en;
graphische Darstellung von Funktionen in 2D und 3D;
numerisches Lésen von Differentialgleichungen;
¢ Kurzzusammenfassung
Ein praxisnahes Problem wird mathematisch modelliert und geldst.
 Didaktische Uberlegungen / Zeitaufwand: [optional]

Das hier vorgestellte Beispiel zeigt sehr gut wie die verschiedensten Teilgebiete der
Mathematik verwendet werden kénnen um ein praxisrelevantes Beispiel zu l6sen.

* Lehrplanbezug (bzw. Gegenstand / Abteilung / Jahrgang):
dem Lehrplan entsprechend fiir viele HTL Fachrichtungen;
* Mathcad-Version:

Prime 3
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Bremsung einer Lokomotive

Um den Bremsvorgang zu beschreiben, miissen die einzelnen auf die Lokomotive
wirkenden Krafte mathematisch modelliert werden.

1. Elektrische Kraft

Der Verlauf der elektrischen Kraft ist geschwindigkeitsabhangig. Dabei wird der
Elektromotor der Lokomotive als Generator verwendet. Die Kraftlibertragung erfolgt tiber
die Reibung der Rader.

elektrische Bremse:

Fin N undvin m/s Fp(v):=if v
“ %0 .1000-3.6
I 55
else
H90-1000
Fp(v)
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Senkrechte Achse: Kraft in N
Waagrechte Achse: Geschwindigkeit in m/s
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2. Reibungskraf

2.1 Reibungskoeffizient .

Der Reibungskoeffizient zwischen Rad und Schiene ist geschwindigkeitsabhdngig
entsprechend der nachfolgenden Tabelle mit einem Minimum bei ca. 140 km/h:
erste Zeile: v in km/h ; zweite Zeile: u

M= 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160
.35 .34 .33 .30 .29 .28 .26 .25 .23 .20 .15 .11 .11 .10 .09 .10 .11

M:=M"

0.4+
0.361

*
0.321
0.28+ ]

0.24+

) 15 30 45 60 75 90 105 120 135 150 165

Senkrechte Achse: Reibungskoeffizient p
Waagrechte Achse: Geschwindigkeit in km/h

Der durch die Messwerte angedeutete Verlauf konnte durch eine Polynomfunktion gut
beschrieben werden. Eine entsprechende stetige Funktion ergibt sich aus der
Regressionsrechnung oder durch einen Spline.
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L3 ::regress( ,M<1>,3) L3=| 0.338
3.6 0.002
—5.316-107*
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u3(v)::§v ~L33+i
2 BestimmtheitsmaB B:
rows JVI
mean( 1>>
rOWb(M B3=0.98100
~—Imean <M1 ))
i=0 “
3
3
4
0 0.353
L4 :=regress 5 MY 4 L4= —0.007
4.341-107*
—2.604.107°
4
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rows(]VI)—l Mi,O
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M llierun rch Spline:

0)

C':=1spline M
3.6

0)

5 ,M<1>,v) v:=0,1..50

,M<1>) us (v) :=interp (C’ ,
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Senkrechte Achse: Reibungskoeffizient p
Waagrechte Achse: Geschwindigkeit in m/s

Flr die weitere Betrachtung kann jetzt eines der drei verfligbaren Modelle verwendet
werden: Aufgrund des dargestellten Verlaufs scheinen die beiden Regressionsmodelle eine
im Sinn der Stetigkeit und der Monotonie bessere Option zu sein. In beiden Fallen ist das
Bestimmtheitsmal3 B sehr nahe bei 1, womit sich bei beiden Varianten eine groBe
Ubereinstimmung mit den Messwerten zeigt.

Die Spline folgt den Messwerten exakt, oszilliert dabei allerdings relativ stark entsprechend
den Messwerten.
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2.2 Charakteristik Bremszylinder

Der Aufbau der Bremskraft durch Druckluft im Bremszylinder kann durch einen
exponentiellen Sattigungsprozess beschrieben werden, wobei sich die Bremskraft
asymptotisch dem Maximalwert nahert. Die dazu benétigte charakteristische Zeitdauer ist T
(fUr das Erreichen von 95% der maximalen Bremskraft). Zusatzlich muss noch die Kraft der
Rickstellfeder iberwunden werden (wird hier vernachlassigt). Der Zylinder wirkt entweder
direkt - oder Uiber eine Scheibenbremse mit entsprechender Ubersetzung - auf die Réder.
Dieses zeitabhangige Verhalten kann durch den folgenden Term beschrieben werden:

—

2.3 Die Reil kraft als Funkti Zeit und Geschwindiakeit

Fir die Modellierung der Reibungskraft in N (in Abhangigkeit von der Zeit in sec und der
Geschwindigkeit in m/s) wird die Masse m in kg, der Wirkungsgrad v der Bremsanlage, der
maximale Druck p in pa und die Flache des Druckzylinders A in m2 sowie die
charakteristische Zeitdauer T in s zur Entwicklung der Bremskraft verwendet.

Die verfiigbare Reibungskraft F_r hangt von den oben beschriebenen Parametern ab, die
theoretische Obergrenze der Reibungskraft F_max kann mit Hilfe der Masse beschrieben
werden.

m:=85000 T:=4 v:=0.85 p:=3.8:10° A:=177.5" 710"

3. b
Fp(v,t) ::4-6.11-p-A-1/-,u3(v)-(1—6 T) Froz(v):i=m+10-p3(v)

SSSR0SNR\
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1.3-10°
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Das obige 3D Diagramm zeigt den Verlauf der Bremskraft in N in Abhangigkeit von der
Geschwindigkeit in m/s (auf der x-Achse nach rechts unten) und in Abhangigkeit von der
Zeit (auf der y - Achse nach rechts oben im Hintergrund)

In Richtung der Geschwindigkeit v ist deutlich der Verlauf des Reibunskoeffizienten zu
erkennen, in Richtung der Zeit der exponentielle Sattingungsvorgang.

3. Luftwiderstand

Zur Beschreibung des Luftwiderstandes wird das Modell der Newton'schen Reibung
verwendet. Der Luftwiderstand in N hangt von den Konstanten Dichte der Luft p (in kg/

m3, angestromte Flache A (in m2), Formbeiwert ¢, sowie von der variablen

Geschwindigkeit v in m/s ab.
A:=11 cyi=0.44 p:=1.3 peA sy
Fp(v) S

4. Vergleich der einwirkenden Kréfte

Senkrechte Achse: Krafte in N
Waagrechte Achse: Geschwindigkeit in m/s
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Das obenstehende Diagramm vergleicht die einwirkenden Krafte quantitativ tiber der
Geschwindigkeit in m/s. Die Reibung ist zu unterschiedlichen Zeiten dargestellt.

Der Luftwiderstand ist im Vergleich zu den beiden anderen Kraften beinahe
vernachlassigbar klein, die Reibungskraft ist flir groBe Geschwindigkeiten geringer als die
elektrische Kraft, bei ca. 40 m/s sogar gréBer als die verfiigbare Reibungskraft.

. Beschreibun r Bew n rch ein
Differenzialgleichung

Die Bremsbewegung des Zuges kann als Differenzialgleichung beschrieben und mit
numerischen Verfahren geldst werden. Als Parameter der numerischen Losung sind ein
Startwert (bei t = 0) und der Endwert des Losungsintervalls auf der Zeitachse sowie die
Anzahl der gewiinschten Zwischenschritte N im Losungsintervall erforderlich.

FEnde:=27 N:=1000

8 mev () =—(F(0(0) 1 P (0 (6) + Fa(o(6),6)< Fis (0(0)
En “FEl(v(t))+F (v(t),t)
2| else
% HFMaz(U(t))
g_ v(0)=45
I v:=odesolve (v (t),Ende,N)

Gleichungsloser

Ermittlung der Bremszeit t_s und des Verlaufes von Beschleunigung und Weg mit Hilfe der
Analysis:

a(t) ::iv(t) s(t) ::fv(a:m) dzx

dt

tg:=root(v(t),t,0,Ende) tp=25.849 t:=0,0.01..t5+0.01
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senkrechte Achse: Kraft in N
waagrechte Achse: Geschwindigkeit in m/s

Nach dem Ldésen der Differentialgleichung kann nun der tatsachliche Kraftverlauf beim
Bremsvorgang dargestellt werden.

Deutlich ist (von rechts nach links beschrieben) zu erkennen: Bei groBen Geschwindigkeiten
ist die Bremskraft durch den Luftwiderstand geringfiigig Gber der maximal mdglichen
Reibungskraft. Der Anstieg der bremsenden Krafte wird durch die Reibungskraft
hervorgerufen und erreicht bei ca. 5 m/s (55 km/h) ein Maximium. Im letzten Teil ist ein
Abfall der Bremskraft zu beobachten, der durch den Verlauf der elektrischen Bremse
hervorgerufen. Dieser Abfall ist auch im a-t Diagramm am Ende des Bremsvorgangs zu
erkennen.

Bei geringen Geschwindigkeiten wird die maximale Bremskraft nicht erreicht, da hier die
Kraft der elektrischen Bremse gegen Null absinkt.
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Punktweise Definition der Kraft liber Geschwindigkeit und Zeit.
i:=0,1..round (tz) Mi,o::v(i) M, =i Mm::FGes(i)
Definition der Kraft liber Geschwindigkeit und Zeit

Fges(v,t)=Fp(v) +if Fiy (v) + Fp(v,1) <Fiya0 (v)
HFEl (v)+Fg(v,t)

3.10*  6.10*  9.10* 1.2.10° 1.5-10° 1.8.10° 2.1.10° 2.4.10° 2.7.10°

Im obenstehenden Diagramm ist die Bremskraft Gber der Geschwindigkeit in m/s
(waagrecht) und der Zeit in s (senkrecht) Uber Farben codiert dargestellt.

Nur nichtkommerzielle Verwendung
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Das obenstehende Diagramm zeigt die Bremskraft als Flache (z-Achse) Uber der
Geschwindigkeit in m/s (nach rechts hinten) und der Zeit in s (nach links hinten) in welcher

der Bremsvorgang als parametrische Kurve eingezeichnet ist.



