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Differenzengleichungen in der
Elektrotechnik

Mathematische / Fachliche Inhalte in Stichworten:

Differenzenquotient, Differenzengleichungen

Kurzzusammenfassung

Es werden Ein- und Ausschaltvorgange bei einem RC-Glied und RL-Glied mit Hilfe
von Differenzengleichnungen dargestellt. Dabei wird auf die elektrotechnischen
Kenntnisse, wie Kirchhoffschen Gesetze (Maschenregel), Kapazitat und
Ladungsmenge, Induktiviat und zeitliche Anderung des Stromes aufgebaut.

Didaktische Uberlegungen / Zeitaufwand

Meine Erfahrungen im Unterricht lassen sich in der Richtung beschreiben, dass
der Ubergang von der Maschenregel in die "Differenzenform" den Schiilern
erhebliche Schwierigkeiten bereitete. Die Darstellung in Form von
Differenzengleichungen sind dem Schiler géanzlich unbekannt. Durch die
anschlieende grafische Darstellung erkennt dann der Schuler jedoch wieder
bekannte Funktionsgrafen. Der Zeitaufwand betragt 6 - 8 Stunden.

Lehrplanbezug (bzw. Gegenstand / Abteilung / Jahrgang):

Angewandte Mathematik, 3.Jahrgang, elektrotechnische Abteilungen

Mathcad-Version:

Mathcad 2001

Literaturangaben:

Ingenieur-Mathematik 3 Timischl/Kaiser Dorner-Verlag
Ingenieur-Mathematik 4 Timischl/Kaiser Dorner-Verlag

Anmerkungen bzw. Sonstiges:

Zu den Literaturangaben: Im Band 3 findet man eine Einfuhrung in die Theorie
und Anwendung der Differenzengleichungen. Im 4. Band kann man im Kapitel
Differentialgleichungen Anregungen fur die Umsetzung mit Differenzen-
gleichungen finden.
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1) RC-Glied
A) Einschaltvorgang

Es soll die Spannung am Kondensator C als Funktion der Zeit t dargestellt werden. Zunachst wird
allgemein eingangsseitig eine Spannung u(t) angelegt. Im Weiteren wird dann die Eingangsspannung
zun&chst eine Gleichspannung und dann eine sinusférmige Wechsel spannung sein.

Ut
t=0s H_”.,
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uit) C=— | Yol

Herleitung der Spannung am Kondensator.
Zum Zeitpunkt t = Oswird der Schalter geschlossen . Der Kondensator ist zunéchst ungeladen.

Nach der 2. Kirchhoff ' schen Regel gilt:

UR +tuUc =u

Fir die Spannung am Ohmschen Widerstand R gilt:  ugr =R xi =R x% D4 =0n- On-1

. . 1
Fir die Kondensatorspannung uc gilt:  uc = E xq

Dg

1
RX— + — X0nh.1 = U
o c -1

Einsetzen von Dq in die Maschenregel und Auflésung der Differenzengleichung
nach g,

-
e

o) u
=XQpn-1 + — *xDt
RxCg R

Dividiert man die Differenzengleichung durch C, so erhélt man die Differenzengleichung
fr die Spannung am K ondensator.

5
uc :ﬁ- =XUCnh-1 +
nTe T Rxcg M7 Rxc

xDt mit uc(0) =0

t =R xC
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1) Eingangsspannung ist eine Gleichspannung Uy = 10V, mit R = 10 kW und
C = 40nF

u="Ug

Dt § Uo .
e =1 - —xugy. g + — xDt mituc(0) =0V
e tg t

Definition der einzelnen Parameter:

t :=0.4 xs Up =10 xV n:=0.. 100

Anfangsbedingung:  ucg =0 xV

Wahlt man fur Dt zun&chst grofiere Werte, so kann man sehr schon die Linearisierung im Zeitintervall Dt

erkennen. Verkleinert man Dt schrittweise, so kann man die Anndherung an die "tatsichliche" Funktion
sehen.

a) Dt:=0.3 xs
Eingangsspannung: up == Ug

Fir die graphische Darstellung ist eine Indexverschiebung in der Differenzengleichung notwendig.

Kondensatorspannung: ucp+1 := ﬁ - —qucn + — xDt
e t g
10P---cmrmem e R T L R Ry -~ S,

uc,

e69o

Up 5T

000

i i i i
0 0.2 0.4 0.6 0.8
DX
b) Dt:=0.1xs
Eingangsspannung: Up :=Ug
Dt Uo
Kondensatorspannung: ucp+1 = ﬁ - —qucn + — xDt
e tg t
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C) Dt:=0.04xs
Eingangsspannung: Up :=Ug

Dty Uo
Kondensatorspannung: ucp4+1 = 01 - — < xucy + — xDt
e t

tg

10P-9-0-0C-6-0-0-0-0-C-0-0-0-0-0C-0-0-0-0-0-0-0-0-0C-O

ucy,

(34545}

bt

2.) Eingangsspannung ist eine Wechse spannung mit u(t)= 10* sin(6t)

Eingangsspannung: u(t) = Ug xsin(w xt)

Dt O u(t .
ucp = ﬁ - —gxucn_ 1+ ﬁ xDt  mit uc(0) =0V
s t g t

e
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Definition der einzelnen Parameter:
1
t :=0.4 xs Up:=10xV n:=0..400 W =6 x—
Anfangsbedingung:  ug :=0xV
a) Dt:=0.16 xs

Fir die graphische Darstellung ist eine Indexverschiebung in der Differenzengleichung notwendig.

Dt &
Spannung am Kondensator: Ucn+1 = &= qucn +

t g t

Ug xsin[w x(n + 1) xDt]
X

(04

Eingangsspannung: Un+1 := Up xsin[w x(n + 1) xDt]

10T _-Q
o~ .

uc / Q

6o b - } |

Up 0 O.5~\ i 2

(35243} '\ . \\

O. ’/ \.\ ,l/
N o---0
-10T )
DX
b) Dt:=0.04xs
Fir die graphische Darstellung ist eine Indexverschiebung in der Differenzengleichung notwendig.
Spannung am K ondensator: & Dt § Ug xsin[w x(n + 1) xDt]
ucp+1 =0l- —Zxucy + xDt

e tg t

Eingangsspannung: Uns1 = Up xsin[w x(n + 1) xDi]
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B) Entladevorgang

Ein Kondensator mit der Kapazitét C wird auf die Spannung U aufgeladen. Zum Zeitpunkt t = Os beginnt die
Entladung des Kondensators. Es soll der zeitliche Verlauf der Kondensatorspannung darstel It werden.

— Ucm

Zunéchst wird wieder mit Hilfe der Maschenregel der Zusammenhang der einzelnen Spannungen

dargestellt.

UR +uc =0

2. Kirchhoffsches Gesetz

Mit den gleichen Uberlegungen wie bei A) kommt man zur Differenzengleichung:

Ucn:‘fﬁ' =

Definition der einzelnen Parameter.

R =10 xkW C =40 xnF

mit uc(0) =U,
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a)

Dt:=0.2 xs
ucp =10 xV

3. 2o
Ucn+1 =01 - —=xucy
e

t =RxC

n:=0..100

t g

107

ucp

b) Dt:=0.02xs
ucp =10 xV

UCn+1 = ﬁ

e

10

0.2 0.4 0.6 0.8
nbt

t =RxC

Dt o
- t—;xucn

n:=0..100

0.2 0.4 0.6
nbt
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1) RL - Glied

An einem RL-Glied wird zum Zeitpunkt t = 0 s die Eingangsspannung u(t) wirksam. Es soll der Strom i(t)
durch eine Differenzengleichung dargestellt werden. Im Weiteren soll die Spannung am ohmschen
Widerstand R und an der Induktivitét dargestellt werden. Dabei soll im 1.Schritt u(t) eine Gleichspannung
und im 2.Schritt eine sinusférmige Wechsel spannung sein.

Ug it

t=0s "
_E

u(t) L UM

Allgemeine Herleitung der Differenzengleichung fir den Strom i(t)
Nach der 2. Kirchhoff ' schen Regel gilt:

UR tu_=u

Fir die Spannung am Ohmschen Widerstand R gilt:  ug = R i
Fir die Spannung an der Spuleu gilt:  u =L xa mit Di=ip-ipn-1

R xi +|_xDi—u(t)
n-1 Dt

Rxin. 1+ L In” n-1 )
Xln.o X——=Uu
n-1 Dt

. ﬁ R o . Dt
in=0C1- — xDt=xin_ 1 + u(t) x— t=
e L o L

|

1) Eingangsspannung ist eine Gleichspannung u(t) = 20V

Definition der einzelnen Parameter:

R:=10 xW L:=0.5 xH t =

pvl

t =0.05s

Eingangsspannung:  u(t) := 20 xV

Zeitintervall: Dt := 0.005 xs
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Fir die graphische Darstellung ist eine Indexverschiebung in der Differenzengleichung notwendig.

R & D
ineg = oL - — xDtxip + u(t) x— n:=0. 100
e L o L

Anfangsbedingung: ig := 0 xA

0 0.05 0.1 0.15

2.) Eingangsspannung ist eine Wechsel spannung u(t) = 85* sin(5t)

u(t) = Ug xsin(w xt)
R 0 Dt .
in= riﬁ_ R thQxin_ 1 + Ug xsin(w xn xDt) x— mit i(0) =0A
e L g L
Definition der einzelnen Parameter:
1
t:=0.05xs Up:=85xV n:=0.. 400 W =5 x—

Zeitintervall: Dt := 0.05 xs

. ai R 0 . ) Dt )
in+1 =01 - — xDt=xiy + Ug xsin(w xn xDt) x— ig =0 xA
e L @ L

Fir die graphische Darstellung ist eine Indexverschiebung in der Differenzengleichung notwendig.
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Spannung am Ohmschen Widerstand R

Fir die Darstellung der Spannung am Ohmschen Widerstand R wird die Differenzengleichung fur

den Strom mit R multipliziert. Es ergibt sich:

URp+1 = RXintq

Zeitintervall: Dt := 0.05 xs n:=0..400

Anfangswert: uRg =0V ergibt sich, dai(0) =0

s AN

R 0 Dt
URp+1 = % - — ><Dt9 xURp, + Ug %R xsin(w xn xDt) X—ll:l
e L g LG

Spannung an der Spule

) ) Di
Fur die Spannung an der Spule u; gilt: u =L ><a

FirDi gilt: Di =i ,5-ip

. &i R 0 . . Dt
inv2 = 1 - = D= 1 + Up xsinfw x(n + 1) xD x-=
(4]

. R 0. . Dt
in+1:=01- — xDt=xip + Ug xsin(w xn xDt) x—
e L o L

in+2 - in+1

uL(n) =L x———
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