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Florian Grabner fi,do@gmx.net

Fachwerksberechnung mit FEM Il

[*]
®  Mathematische / Fachliche Inhalte in Stichworten:
Finite Elemente Methode
* Kurzzusammenfassung
Anhand eines einfachen Fachwerkes wird die grunlegende Funktionsweise der
FEM gezeigt.
* Lehrplanbezug (bzw. Gegenstand / Abteilung / Jahrgang):
Angewandte Mathematik, Mechanik, 5.Jahrgang, Maschinenbau
®  Mathcad-Version:
Mathcad 7
* Anmerkungen bzw. Sonstiges:
Diese Ausarbeitung war die Schwerpunktsarbeit bei der Reifeprufung.
4]

Wollen Sie zum Theorieteil zurtick, so doppelklicken Siehier.

1. Das zu berechnende Fachwerk

F
‘/5( Angaben im Einheitsystem [N,mm]!!
|:=200 F :=-5000
ol h:=8 b :=30>Grad
Sy
i S b:=15 a = 60>Grad
Elastizitétsmodul E :=210000
Querschnittsflache der Stabe A :=bxh
o
A =120
--L--
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2. FEM mit MathCAD 7

Sonstige Angaben

Nullvektor

Berechnung der Langen und Winkel

Stab 1: a1 :=60>Grad

Stab 2: ao = 0>Grad

Stab 3: aj = 120>Grad

Stab 4: a4 = 0>Grad Stab 6: ag = 0>Grad

Stab 5.  ag:=60>Grad Stab 7- a7 = 120°Grad

Aufstellen der Gesamtsteifigkeitsmatrix

Nummer des Stabes n=1.7
EsA e cos(an)2 cos(an) >sin(an) 9
Element der Steifigkeitsmatrix fiir einen Stab KE = —— % N
! écos(an)xsin(an) :sin(an)2 @

Gesamte Steifigkeitsmatrix

é(El + KE» -KE1 -KE2 0]0) 0] 0
¢ -KE; KEj+KE3+KEg -KE3 -KE4 o0 *
C +
KKg =¢ - KE2 -KE3 KEs + KE3g + KEg + KEg -KEs -KEg =
g 00 -KE4 -KEs KEs+KEs +KE7  -KE7 .
& 0o 00 -KEg -KE7 KEg + KE7 g

In der oben angefiihrten Schreibweise steht jedes "KE;" fur eine Matrix der Dimension (2x2). Um mit MathCAD
weiter zu arbeiten missen wir jedes dieser Glieder durch die entsprechenden Matrix ersetzten. Daf Ur bedienen wir
uns des folgenden Programmes.
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Ges(M) = | dim -~ spalten(M)
for i1 0.dim- 1
Gestmp = Mj,0
for iiT 0. dim-1
Gestmp — erweitern(Gestmp,Mi]ii) if iit0

Ges - Gesypp if =0

Ges - stapeln(Ges,Gestmp) if it 0

Ges

KKges = Ges(KKg)

Funktionsweise: Parameter der Funktion GES

M - Jene Matrix die umgewandelt werden soll.

Die wichtigsten M athCAD-Funktionen:
spalten(A) - Bestimmt die Spaltenanzahl von A
erweitern(A,B) - Ordnet B rechts neben A an.
stapeln(A,B) - Ordnet A Uber B an.

Mit der Hilfe von zwei for-Schleifen werden nun die einzelnen Zellen einer Spalte
"erweitert" und anschlief3end die einzelnen Zeilenen "gestapelt"”.

Die Gesmtsteifigkeitsmatrix wird aus Griinden der Anschaulichkeit, sie hat die Dimension (10x10), nicht angezeigt.
Aufstellen des Gleichungssystemes (reduziert)

Zeilen und Spalten mit dem Freiheitsgrad Null werden mit Hilfe eines weiteren Programmes gestrichen, d.h. Alle
Stellen mit Null besetzen und die Stelle auf der Hauptdiagonalen mit Eins.

Red(M, row) := | dim = spalten(M)
ein = einheit(dim)
if row <dim
M&ovxln_' einé?own
M = MT
Mqrovvn_| einEirown
M
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Funktionsweise: Parameter der Funktion RED:

M - Matrix die reduziert werden soll.
row - Betreffende Zeile und Spalte.

Die wichtigsten MathCA D-Funktionen:

spalten(A) - Bestimmt die Spaltenanzahl von A
einheit(n) - Erstellt eine Einheitsmatrix der Dimension (n x n)

Die entsprechende Spalte wird durch die passende Spalte einer Einheitsmatrix gleicher
Grol3e, ersetzt. Das ersetzten der Zeile erfolgt durch Transpornieren von "M".

WICHTIG: Es kann immer nur eine Zeile und die dazugehdrende Spalten reduziert

werden!
KKred = Red(KKges , 0)
KKred = Red(KKred , 1)
KKred = Red(KKred , 9)
Anzahl der Knoten m=1.5 FXm:=0 Fym:=0
Randbedingungen up =0 v1:=0 vg:=0
F>cos(b) F>sin(b)
Fx4 := —— ¥RAME Fy4 .= — FRAME
Schritt Schritt
reduzierter Kraftvektor FFred = (Fxl Fyr Fxo Fyp Fxz Fyz Fxq4 Fys Fxs Fys )T
Gleichungssystem FFred = KKyed*UUred

Losen des Gleichungssystems

UUred = ”Osen(KKred y FFred)T

Ermittlung der Auflagerkrafte

UUQeS = UUred

Fx1 = FFgeso 0

Fy1=FF Fvs:= FF
yl gesly0 y5 gesgy0
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Ermittlung der Verschiebungen

Uuy =Uu uuy =uu
X ges Yo ges

(m-1)2,0 m=2-1,0

Ermittlung der Stabkrafte
aKEn -KEn O

Elementsteifigkeitsmatrix KKn:=¢ +
a-KEn KEp g4

KKelem = Ges(KKnp)

aau, § Funktionsweise:
¢ =
Guuy ~ Parameter der Funktion u_elem:
a -
Elementverschiebungsvektor u_elem(a,b):= |uu- guu - a - Anfangsknoten.
c Xp o b - Endknoten.
gu“yb ; Die einzelnen Koordinaten werden
in einen Vektor verpackt.
uu
up :=u_elem(1,2) Ug :=u_elem(2,4) u7 :=u_elem(4,5)
uo :=u_elem(1,3) Us = u_elem(3,4)
uz:=u_elem(2,3) Ug := u_elem(3,5)
Stabkréfte FFe|em = KKe|em )Un
n n

2 2
FFp = gFFelem ) L + gFFelem ) L
: "o, 0f ¢ "1,0

Ermittlung der Spannungen

FF
i
Ermittlung der Dehnungen
Sn
en = ?
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Gesamtsubersicht der Ergebnisse

Auflagerkrafte Fy1 =4.33" 103
, 3
Fy1=25" 10
Fys=3542" 100 1
Verschiebungen uuy =0 uuy =0
1 1
. -3
uuy =-0.04 uuy_=-3.307" 10
2 2
=-0.023 =-0.02
uu, uuy,
=-0.063 =-0.023
uuy, uuy,
=-0.023 =0
uux uuy,

Stabkrafte ~ FFq =2.887  10° - Druckkraft
FFp =2.887° 10° Druckkraft
FFa =2.887  10° - Zugkraft

FF4 =2.887° 10° - Druckkraft

Spannungen s1 = 24.056
S5 = 24.056
s3 = 24.056
s 4 = 24.056

Visualisierung

Koordinaten der Knotenpunkte des Fachwerks

Ki:=(0 0) Kg:=(I 0)
=S 0 A

Ko == Dsin(60>Grad) = Kg:=0—
ez g @?2

FFg = 2.887 10° - Druckkraft

FFg=4372" 100 3

FF;=356" 100 =

S5 = 24.056

Sg=3643" 10 T

s7=2966" 10 =

Ks:= (24 0)

Isin (60Grad) 2
2
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Zum Aufstellen der Funktionen der einzelnen Elementen verwenden wir wieder eine Funktion der Form:

éalo o 10 alo,1
linie(n1,n2) := |R -~ llésen&; = C |

@"20,0 1g en2o, 14
if n2p,0>nlp,0

Xa - nlg g

Xe = n2p o

otherwise

Xa-= n2g o

Xe = nlg g

(RO,O Rl,O Xa xe)

Funktionsweise: Parameter der Funktion line:

nl- Vektor mit den Anfangspunkten der Geraden.
n2 - Vektor mit den Endpunkten der Geraden.

Die wichtigsten MathCA D-Funktionen:

[l6sen(A,b) - Lost daslineare Gleichungssystem A x=b

Die Funktion errechnet die Werte "k" und "d" der Geradengleichung und bestimmt den
Anfangs- und den Endpunkt der Geraden damit die Funktion nach rechts zeigt.

@ 20 i
cl 3; (;:ﬁ °9
63 27 g2 4+
¢ - 1 2~
Trass :=C2 4+ Trass_simpl == ¢ + ns:=1.6
€3 47 g2 3+
¢ - €3 4~

0 C
- - e4 5¢g
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(an dns Xans xens) = Iinieg'-K(Trass_simplns_ 1’0) ' K(Trass_simplns_ 111)'(:

a:=1 x1:=xag. Xey a=5 x5:=xag. Xes

a:=2 Xx2:=xag. Xey a=6 x6:=xag. Xes

a:=3 x3:=xag. Xey

a:=4 x4:=xag. Xey

|
XX =1+ —=.24

y(x,a) =kgx + dgy 2

y_strebenl(x) := Wenn(x £ xes3,y(x,3) ,Wenn(x £ xeq,y(x,4),y(X, 5)))
y_streben2(x) := Wenn(x £ xeg,Y(X,6) ,Wenn(x Exe7,y(x,7),y(x, 8)))

Koordinaten der Knoten im belastetem Zustand:

Koo_last(a) := | Tmp = Kz
Tmpo,0 = Tmpg, o + fstuux_
Tmpo,1 = Tmp(o, 1) + fst>uly_

Ka - Tmp

Ka

Funktionsweise: Parameter der Funktion Koo last:

a - Knotennummer

Gibt eine Matrix mit den Koordinaten des unter Last stehenden K notens unter
Berticksichtigung einer Verstarkung.

K1 = Koo_last(1) K3 := Koo_last(3) Kg := Koo_last(5)

Ko := Koo_last(2) K4 = Koo_last(4)

k d xa xe = linieéK K L
( la ~“Yla_ la Ian) é (Trassn_lyo) (Trassn_lyl)f
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a=1 xlj3:=Xajg ,X€|g .. Xe
la la,: **la, - *=la, a=5 x5|g:=Xala_,Xela_- Xela_

a=2 X2|53:=Xalg ,X€|g .. Xe€
la la,: **la, - *=la, a=6 x6jg:=Xaja_,Xela_- Xela_

a:=3 X3|53:=Xajg ,X€|g .. Xe a=7
la la,: **la, - *=la, X7|a = Xalg ,X€|a - X€|a
a a a
a=4 x4|g3:=Xalg ,Xe|g - Xe|g Yia(X,a) =Kjg x +dg
a a a a a
y(x1,1)
y(x2,2)

y_strebenl(x)

y_streben2(xx)

X1, X2, X, %X, X153, X253, X312, X442 X913, X015, XT|a
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Einstellungen fir die Visualisierung:

Verstarkung der Verformung fst © 400

Schritte fiir die Animation Schritt © 10

Animation

Zuerst Auswertung "FRAMEP Schritt" deaktivieren: (Uber rechte Maustaste im Kontextment): FRAME °© Schritt

Danach Animation wie folgt durchfiihren:

"Ansicht” - "Animieren..." - Standartwerte fir FRAME Ubernehmen.
Bereich im vorhergehenden Graph wie unten angezeigt wéhlen.

v_mrebend ()

v_mrebenli=o
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