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Ernst Geretschlager ernst.geretschlaeger@htl-steyr.ac.at

Bildkomprimierung

[*]

®  Mathematische / Fachliche Inhalte in Stichworten:
Matrizenrechnung, diskrete Kosinustranformation

* Kurzzusammenfassung
Bei der Bildspeicherung treten sehr rasch grof3e Datenmengen auf. Zur
Einsparung von Speicherplatz muss man Wege finden, wie man die
Bildinformationen komprimiert abspeichert.
Ein Ubliches Format ist das JPG- oder JPEG-Format. Es basiert auf der Idee der
diskrekten Kosinustransformation. Fur die Anwendung des JPG-Verfahrens wird
ein Bild Ublicherweise in 8x8 Matrizen von Pixelwerten zerlegt - unser Beispiel
verfolgt nun, was mit einer dieser 8x8 Matrizen gemacht wird.

®*  Didaktische Uberlegungen
Angewandte Beispiele aus der Matrizenrechnung fihren oft zu umfangreicher
Rechnerei, daher ist auf diesem Gebiet der Einsatz des Computers oder eines
modernen Taschenrechners sinnvoll.
Fur die Berechnung sollten grundlegende Kenntnisse tber die Behandlung von
Matrizen in Mathcad vorhanden sein - u. a. Einfiigen einer Matrix, elementweises
Erstellen einer Matrix Uber Matrizenindices, Transponieren und
Matrizenmultiplikation.
Zur Kontrolle des Verstandnisses empfiehlt es sich, das Schema zur
Datenkompression mit nur 2x2 Matrizen handisch durchfuhren zu lassen. Die
technischen Details der Handhabung von Mathcad sollten jedenfalls schon
beherrscht werden.

L .

Lehrplanbezug :

Elektronik, Informatik, angewandte Mathematik

®  Mathcad-Version:
Mathcad 11

* Literaturangaben:
http://www.binaryessence.de/dct/de000164.htm
http://www.calsky.com/lexikon/de/txt/d/di/diskrete_kosinustransformation.ph
Linkangaben ohne Gewahr.
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Ablauf:

1) Die Grauwerte eines Bildes werden in 8x8 Matrizen unterteilt. Die Grauwerte liegen
zwischen 0 und 255. Das Beispiel wird nur fur eine 8x8 Matrix durchgefuhrt.

2) Normierung: Von allen Grauwerten wird 128 subtrahiert.

3) Die diskrete Kosinustransformation (dct) wird fur jede 8x8 Matrix durchgefuhrt. Es handelt
sich dabei um eine Matrizenmultiplikation mit der vorgegebenen Matrix dct, deren
Elemente nach untenstehender Formel (*) erstellt werden. Sie wandelt das Zeitsignal der
Grauwerte in das Spektrum mit Grund- und Oberschwingungen um. Durch das Runden
auf Einer werden die kleinen Amplituden der Oberschwingungen tlw. ausgeldscht.

4) Komprimierung durch elementweises Dividieren durch "Qualitatsfaktoren” und Runden
des Ergebnisses auf Einer.

Damit die Matrizenindizesz&hlung - wie Ublich - bei 1 beginnt setzt man ORIGIN:=1.

Erstellen der Transformationsmatrix dct

Zeilen- bzw. Spaltenanzahl maximal n:= 8 fur den Taschenrechner reichen 4 bis 6.
AnschlieBend werden die Matrixelemente nach folgender Vorschrift gebildet:

_ 1
1,spalte™ ﬁ

Fx:oss(zxspane- 1)xzeile - x>
no @

2N

1. Zeile spalte:=1..n dct

)

2. u. folg. Zeilen zele:=2..n dc

oI

tzeile, spal te::

o354 0354 0354 0354 0354 0354 0354 0354 §
049 0416 0278 0098 -0098 -0278 -0416 -049 _
C0462 0191 -0101 -0462 -0462 -0191 0191 0462 +
0416 -0098 -049 -0278 0278 049 0098 -0416~
‘ _80.354 -0354 -0354 0354 0354 -0354 -0354 0354 .
GO278 -049 0098 0416 -0416 -0098 049 -0278+
€011 -0462 0462 -0191 -0191 0462 -0462 0191

é0.098 -0278 0416 -049 049 -0416 0278 -0.098é
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Eingabe oder Einlesen der Grauwerte

Die Bilddaten werden als 8x8 Matrix von Pixel - z. B. Grauwerte - handisch eingegeben oder
aus einer Vorlage herausgelesen.

o8 78 78 77 8 78 8 B
3143 144 151 151 143 170 183 181 .
¢153 151 162 166 162 151 126 117
, €143 144 133 130 143 163 159 175~
pixgrau := ¢ -~
123 112 116 130 143 147 162 189 .
¢133 151 162 166 170 178 166 128+

g162 168 166 159 135 104 93 98~
&154 155 153 144 126 106 118 133 g

Normierung der Grauwerte

128 wird elementweise subtrahiert und in neuer Matrix "grau" gespeichert

zele:=1..n

grauze“e'spalte = p|xgrauze”e’ spalte” 128 Normierung der Pixelwerte
243 -50 -50 -51 -43 -50 -43 -35¢
15 16 8 8 15 42 5 5 .
c% 28 3 B 3 28 -2 -1
Ci15 16 5 2 15 35 31 47~

grau = ¢ +
65 -16-12 2 15 19 3 61,
C5 23 3 38 42 5 38 0+

g34 40 38 31 7 -24-35-30"
82 27 25 16 -2 -2 -10 5 g
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Diskrete Kosinustransformation

Nun wird die eigentliche Transformation trans:= dct>grau>dctT mit anschlieRender Rundung

transze”e’ spalte:: rund(transze“el spaltg ausgeftihrt.

Man beachte, dass ausser der Rundung noch kein Datenverlust stattgefunden hat.

B 1 -5 -9 3 0 2 -1p
G 52-60 14 16 -4 2 7 -1_
8-9863 3 -204 5 -5 5=
C-65 -37 -7 8 -5 3 -5 4~
-92 -45 48 -6 18 -10 1 3
¢c-66 63 -15 4 3 -11 0 0+
-23 15 -37 14 -7 1 -2 4
-54 30 -8 -9 25 -2 1 4

Komprimierung - Erstellen der Qualitatsmatrix

Die Komprimierung entsteht durch elementweises Dividieren der oben erhaltenen Matrix
durch die Qualitatsfaktoren. Dazu wird die Qualitatsmatrix "qual” erstellt. Die Qualitat der
Transformation kann durch den Faktor qualitaet ;= 2 (je héher desto schlechter) bestimmt

werden. Mit Hilfe dieses Wertes wird die Qualitadtsmatrix qual erzeugt:

qualze“el spalte:: 1+ (zeile + spalte - 1)>qualitaet . Es werden dabei die rechts unten

stehenden Elemente starker reduziert - entsprechend die Reduktion der Oberschwingungen.

g 5 7 9 11 13 15 17§
5 7 o 11 131517 197
C7 9 11131517 19 21
Co 11 13 15 17 19 21 23~
qual =¢
(;11 13 15 17 19 21 23 25
G13 15 17 19 21 23 25 27+
E15 17 19 21 23 25 27 29
@17 19 21 23 25 27 29 3l g
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Komprimierung
Komprimieruna durch elementweises Dividieren und Runden auf Einer:
rans_ . o)
I ~
o e e zdle spalte
zeile, spalte 2 qual -
e zeile,spalte @
a8 0 -1-10000p
$10-92 10000
G147 0-2000 0_ Die kompirmierte Matrix enthélt viele
K 67 -3-1100007 Nullen. Durch Umwandeln in eine
M=C s 33 0100 0. Zahlenfolge erhalt man bei geeigneter
i Nummerierung etliche Nullbytes.
¢C-5 4 -1 00000+
E-z 1 -210000"
&-3 2 0 0 1000g
Ricktransformation und Kontrolle der Qualitat
Durch Ricktransformation kann man die Qualitatsverluste kontrollieren.
1. Schritt:
Rickgéangig machen der Division durch die Qualitatsfaktoren
IP'[ranszeile, spalte = I(Ompzeile, spaJte>quaI zelle, spalte
a8 0 -7 -9 0 0009
$50-63 18 11 0 00 0.
¢c-®¥ 63 0 -260 00 0=
¢-63-33-13 15 0 00 0™
rtrans = ¢ +
g-88-39 45 0 1900 0.
¢-65 60 -17 0 0 0 0 0=+
2-30 17 -38 21 0 00 0~
85138 0 0 25000g
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2. Schritt:
Umkehrung der diskreten Kosinustransformation - man I6st dazu die Matrizengleichung
trans = dct.grau.dct’ durch Multiplikation mit den inversen Matrizen dct von links und
-1

(dctT)'1 von rechts nach grau auf: rgrau := dct’ 1>ftrans>(dctT)
241715 -49316 -50574 -44296 -42936 -46975 -4451 -3653
C 5371 21550 27334 18243 18821 37849 56066 61731 :
¢ 26355 24925 28006 33837 31997 18438 145 -8972 -
€10767 1141 8541 648 14615 30677 42354 45445 ~

rgrau = -

9 g 6925 -12472 -16499 2536 17749 22073 35195 54762 .
¢ 1112 18261 31011 36561 47432 52471 30278 -148 +
531.447 40855 44783 30746 3306 -20.75 -30537 30506_
@ 24000 27473 2767 16112 -4909 -18478 -12569 0986 g

3. Schritt: Normierung aufheben rgrauze”e, spalte:: rund(rgrauze”e, spaJte+ 128)

86 79 77 8 8 8l 8 91§
3133 150 155 146 147 166 184 190
¢154 153 156 162 160 146 129 119+
G139 139 137 134 143 159 170 173~

rgrau = ¢ +
9135 116 112 131 146 150 163 183.
129 146 159 165 175 180 158 127+
5159 169 173 159 131 107 97 97
@152 155 156 144 123 110 115 129 g
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Fehlerauswertung:

absoluter Fehler: absfehl = | pixgrau

zeile, spalte’ seile, spalte” "9 Veile, spaJtel

Hinweis: Im Betrag dirfen nur Zahlen stehen, daher muss hier die Matrix elementweise aufgebaut werden.

al 11703 2 25
0645441097
gl 26425 3 2=
G4 544041 27
absfehl = ¢ +
f244133 16
C4 53152 8 1+
23 17043 417
82 03034 3 4g

Prozentueller Fehler - wenn alle Grauwerte ungleich 0 sind !!! - :

4 Al ogpixgrau_ - rgrau_ . 0 0

prozfehl = wenngpixgrau =0,"n. def." rund8 g) zdle, spalte zdlle, Spaltegﬂoo 1HH
zeile, spalte’ A zeile,spalte — " 777 Aln pixgrau_ . - X

<] ée zeile, spalte [} uu

a2 13 13 91 0 38 24 22§
$7 422633282405 5
c07 13 37 24 12 33 24 17+
G28 35 3 31 0 2569 117 _
prozfehl = ¢ + Fehler liegt unter 10 %!
99.8 36 34 08 21 2 06 32.
¢3 3319 06 29 11 48 08+
g1.9 0642 0 3 2943 17

813 0 2 0 243825 3 g
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Bildvergleich:

Ein Bildvergleich erstellt aus den Matrizen pixgrau und rgrau:
(Man erhélt das Bild Uber "Einfiigen" -> "Bild" )

Original Rucktransformierte
pixgrau rgrau
Hinweis

Falls beim Bildvergleich nur kleine Bereiche zu sehen sind, diese Markieren und Aufziehen -
funktioniert in Version 2000 Professional. Solllte das noch nicht funktionieren, dann im Bild
"rechte Maustaste" -> Zoom und "An Fesnster anpassen"auswahlen.

Man kann ansonsten versuchen die Bilder selbst zu erstellen: Menu Einfligen Bild und in
den Platzhalter den Namen der verwendeten Matrix ("pixgrau” oder "rgrau™) eingeben und
anschlielRend aufziehen.

Falls dies alles nicht funktioniert, habe ich die beiden "Grauwertbilder" vergréert als nicht
veranderbare Bilder kopiert.
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Hinweise zu weiteren Untersuchungen:

1.) Da das Beispiel als Anwendung der Matrizenrechnung konzipiert ist, wurde der theoretische
Hintergrund Uber die Kosinustransformation nicht behandelt.

2.) Falls man zum Erstellen der Grauwertmuster zufallsgenerierte Matrizen verwendet, erreicht man
wenig Nullen in der komprimierten Matrix. Dies hangt damit zusammen, dass zufallige Muster
praktisch nicht durch einen Algorithmus komprimiert werden kénnen - sie waren ja sonst nicht
zufallig.

3.) Durch Verandern des Faktors qualitaet kann man die Gite der Kompression beeinflussen - oder
man versucht andere "Qualitatsmatrizen" zu kreieren.

4.) Experimente mit "scharfen Kanten" - Bilder die scharfe Konturen haben.
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