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Luftverschmutzung bei Inversionswetterlage

[+
¢ Mathematische / Fachliche Inhalte in Stichworten:

Lineares Differentialgleichungssystem, Differenzeng leichung,
Differenzengleichungssystem, Laplace-Transformation , Numerische Lésung von
Diffferentialgleichungen

Kurzzusammenfassung
Das Beispiel "Luftverschmutzung bei Inversionswette rlagen” flhrt zu einem einfachen
linearen Differentialgleichungssystem mit konstant en Koeffizienten. Die Losung wird
auf 3 Arten durchgefihrt:
* Naherungsweise mit Hilfe eines Differenzengleichu  ngssystems
* Symbolisch mit Hilfe der Laplace-Transformation
* Numerisch mit Hilfe der Mdglichkeiten, welche Mat  hcad liefert (Funktion rkfest)
Die Losung wird aus umweltpolitischer Sicht diskuti ert.

Didaktische Uberlegungen / Zeitaufwand:
Falls im Unterricht die Laplace-Transformationen be handelt werden, wird hier eine
interessante Moglichkeit erlautert, jenseits elektr otechnischer Fragestellungen die
Anwendung dieser Transformation zur Lésung von Diff erentialgleichungssystemen zu
demonstrieren. Ebenso aus didaktischer sicht intere ssant sind die Modellierung, die
I6sung Uber ein Differenzengleichungssystem sowie d ie Diskussion der Lésung.

Lehrplanbezug (bzw. Gegenstand / Abteilung / Jahrgang):
Angewandte Mathematik, 4./5.Jahrgang

[ .

Mathcad-Version:
Mathcad 15

Literaturangaben:
H.Heuser: Gewdhnliche Differentialgleichungen, 3.Au  flage (1995), B.G. Teubner

n

1) Die Problemstellung - Aufstellen der Differentalgleichungen

Bei sogenannter Inversionswetterlage liegen (aralsrsonst) warme Luftmassen auf kalten, was d#ta, fdass der ver
Luftaustausch behindert wird. Kommt noch eine &ahochwetterlage mit wenig Wind dazu, so komneginer (unte
Umsténden geféahrlichen) Ansammlung von Schadstaffeler Atmosphére. In Ballungsrdumen entstehen danbekal
"Smogsituationen."

Im vorliegenden (stark vereinfachten) Modell bettaa wir 2 verschiedene Schadstoffe:

Ho (S (Schwefelwasserstoff) ut SO, (Schwefeldioxid) und folgende Zusammenhénge:

H.S > SO » Sulfite und
ky Ky Sulfate

€2
€1

Wilfried Rohm 2012



HTL Saalfelden Luftverschmutzung Seite 2 von 8

Wir setzen nun voraus, ddggin Abzug von Schadstoffen erfoldnyersionswetterlage ).

m1(t) sei die Menge an Schefelwasserstof$izum Zeitpunkt t

my(t) sei die Menge an Schwefeldioxid (§Qum Zeitpunkt t.

Gemal dem obigen Schema oxidiert SchefelwassezsioffTeil zu Schwefeldioxid, das wiederum zu Sedfitind
Sulfaten bzw. Schwefelsaure aufoxidiert werdemkamd am sogenannten "Sauren Regen" mitbetetili(giehe die
Anmerkungen zum Begriff "Saurer Regen" auf Seithe8es Artikels)

Anmerkungen: Sulfite sind Salze, welche ein §G lon enthalten
Sulfate sind Salze, welche ein,SCon enthalten
Schwefelige Séure hatfbrmel BSO;
Schwefelsaure hat die Formep$0,

Mit der Annahme des oben skizzierten Reaktionssebarhalten wir damit das folgende (gekoppelte)
Differentialgleichungssystem

€1,€ .... Emissionsraten der beiden Schadstoffe
Lmy(t) = &y () + 1 182
k1 ... Anteil an BS, der pro Zeiteinheit zu S@xidiert
(und damit zur Reduktion vonz3 beitréagt und
9 mo(t) = ky T (t) - ko CMa(t) + €0 gleichzeitig zur mehr Sgfihrt)
dt
ko ... Anteil an SQ, der pro Zeiteinheit zu weiteren Stof

(z.B. Sulfaten) umgewandelt wird

Noch zu beriicksichtigen sind die Anfangsbedingungtas sind die Stoffmengen; (@) und n3(0).

2) Losung mit Hilfe von Differenzengleichungen

Am einfachsten (und versténdlichsten) lasst sichRifferentialgleichungssystem durch Umschreibeeirn
Differenzengleichungssystem néaherungsweise losen.

Dieses Differenzengleichungssystem kann direktli@hwie in einer Tabellenkalkulation) druch rekuesDefinition mit
Hilfe von Vektoren geltst werden:

d mlp-ml
d—tml(t) wird umgeschrieben zu: Ami und weiter zu: —— "1
At At
d m2p,-m2__
d—tm2(t) wird umgeschrieben zu: Am2 und weiter zu: —— "1
At At
d mln - mln_l
=my(t) = kg Omq(t) +¢ wird damit zu: =-kldml ., +¢
dt (9 10my() +e1 At 1 tel
und schiieBlich zu:m1, = m1__, + At E(el - k1 Ernln_l)
d _ _ m2,-m2__
200 = katma(® —ketma(® + 2 iy gamit zu: "1 itmi , -kem2_ +e2
At n-1 n-1
und schlieSlich zu:ml, = m2, _; + At E(kl (ml ,-k20m2_ _,+ eZ)
Wilfried Rohm
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Nun die Umsetzung in Mathcad:

QRIGIN:=0
At:=1h Festlegung der Konstanten
= 200K9
el:= 2004 kL:=0.04h" 1
= 100K9
€2:= 1004 k2:=0.03h" 1
kg = LHtie Die Anfangswerte werden in ein Feld als 0.Elemestchrieben
m20 := Okg
n:=1. 200
mlp) mi, g+ At [(61 L [mln—l) Uber diesen Vektor werden die anderen
m2, ) m2_, + At E(kl mml _,-k2[m2 , + 62) Feldelemente rekursiv berechnet
0 0 Tabellarische Darstellung
0 1-103 0 0
1 1.16°103 1 140
ml=| 2 1.314°103|kg m2=| 3 282.2|kg
3 1.461°103 3 426.278
4 1.603-103 4 571.932
5 5
Grafische Darstellung:
n:=0..200
1x10%
8x10%
o1 6x10%
n
m2n 3
4x10°T
2x10%
0 50 100 150 200
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3 ) Symbolische Losung des Differentialgleichungssiem mit Laplacetransformation

Mit Hilfe der Laplace-Transformation kénnen wir System von Differentialgleichungen in &iystem von algebraische
Gleichungenumformen, das symbolisch wesentlich einfacherdbals im Zeitbereich ist.

Anmerkung: Die hier verwendete Mathcad-Versionudtanicht die Laplace-Transformation einer ganzégidBung - dah
mussen die Gleichungen handisch oder getrennfaramiert werden:

Die Uberfiihrung in den Laplace-Bildbereich kanrekfirerfolgen:

d . ; ‘

g = - wird transferiert zu: €

dtml(t) kitma() + e S OM1(s) - mlg= —kq CML(S) + —
s

. . &
j—mz(t) = ke Onq(t) — ko Omo(t) + o wird transferiert zu:s IM2(s) — m2g = kq IM1(s) — ko CM2(s) + =2
t s

Wir erhalten also ein algebraisches GleichungssysteBildbereich (Laplace-Bereich), das auch gléichBildbereich!) ge
wird

Vorgabe

€ .... Anfangsbedingungen = Menge an den
STM1 - mlg= —kq (M1 + — mlo,m2o g gung 9
s

€2
SI:MZ—mZO—k]_[Ml—kz[M2+? M1 = Mi(s) M2 = M2(s)

€1+ mlglk

52+k1[8

MM1
( J := Suchen(M1,M2) - 2
MM2 m2g 6 + kq [Eq + kq [Ep + s [Ep + kq 1o (5 + kg 2o 5

k1|:32+k2[52+s3+k1[k2[5

MM1(s) und MM2(s) sind die Losungen im Bildbereich.
Diese Losungen werden nun (wiederum) als Funkt@mms/angeschrieben, um die Ricktransformation flilobn zu kor

Zusétzlich werden der gréReren Flexibilitat wegenFdinktionen auch noch in Abhangigkeit von denstamten Gfré3en
definiert.

€1+ mlgls
Ml(S,El,Ez,kl,kz,mlo,mZO) = MM1 - 2—
sT+ky b

m20|Z32+k1D€1+k1D€2+s|}:2+k1Dn10E5+k1Em20Es

k1|:32+k2[52+s3+k1[k2[5

|\/|2(S ,El,Ez,kl,kz,mlo,mZO) =MM2 -

Rucktransformation in den Zeitbereich:

ml(t,€1,€2,kl,kz,mlo,mZO) = Ml(s,81,82,k1,k2,m10,m20)

invlaplace s ,t g1 - kq Omlg - k1@
- | —|[k -
sammeln ,exp(—k1 [t) k1

€1+€e2 . e klml:(el - k1 Dnlo)

mz(t,el,ez,kl,kz,mlo,mzo)::M2(s,el,ez,kl,kz,mlo,mzo) invlaplace,s,t - ” —
2 1~ K2

=

Schadstoffen H2S bzw. SO2 zum Zeitpunkt O
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Da die Losung oben tber den rechten Rand hinausgelseh wird, wird sie hier nochmals Ubersichtlicigaschrieben:

e1 - kqOml -kq@ €
ml(t)=[—1 1 OJEE 1w €1

k1 k1

k1@ —kz[ﬂE( 2 )
_€1+€2+e |:(€1—k1|:h’110)+e ko™ Om2g + k1 (k1 + kg CE2 — ko [Eo — kg Tko OMlg — kg [k OM2g
k2 k1 - k2

k22 -kiko

Der besseren Ubersicht wegen kann man diese Ausdrioch vereinfachen, indem man die Konstanterin d
fliichtigen Anteilen (das sind jene mit den e-Potenzen!) zu den "neuen" Konstanten A,B und C zusammengefasst;

€ Ky
mi() = — + Ale *
k1

€1te -k1(@ - kol
1k 2+B|:E 1+CEE 2
2

ma(t) =

Die Konstanten A,B und C ergeben sicch aus demlaielgmit der ermittelten symbolischen Losung:

€
A=mlg- k—l Aus der 1.Gleichung (nach handischem Vereinfachen)
1
€1 — ki Oml
B= Rl Aus der 2.Gleichung
k1 = ko

c= k22[m20+k1|:l'-:1+kll:l'iz—kz[bz—kllj(zﬂnlo—kl[kzl:mZO

k22 -kiko

Hinweis : Da in den verschiedenen Mathcad-Versionen beinbelischen Rechnen unterschiedliche Vereinfachungen
erfolgen, ist zu erwarten, dass die konkrete Diarstgder Konstanten A,B und C versionsabhéangig ist

Grafische Darstellung der Losung:

m1g := 1000kg mog := Okg Anfangsmengen zum Zeitpunkt O
kg kg I
€1:= ZOOT €p:= 100T Emissionsraten von H2S und SO2
k1 := 0.04h" ! ko := 0.03h" ! Welcher Anteil pro Zeiteinheit reagiert weiter ?

Die "Endniveaus” bzw. Séattigungswerte ergebenaichder oben angefiihrten symbolischen Lésung :
Die fliichtigen Anteile (das sind jene mit den edPaen) gehen wegen dem negativen Exponenten gdigenhdgegen
Unendlich! Daher erhalt man die foilgenden "Sattigswerte" fir m1(t) und m2(t):

€1 €1 te2
le = — Nm2 =
k1 ko
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1= 0hn,0.1h.. 200h

b0t Nmz

ml(t,81,82, k1,k2,mi0, mzo)
— 3
mo(t,e1,e2.k1.kp, m1g,mpg) 510/ e Nm1

0 100 200

> |~

—— Schwefelwasserstoff
—— Schwefeldioxid

Diskussion des Ergebnisses aus umweltpolitischerc8t:

Fur grosses t (t-> unendlich) stabilisiert sicki (bversionswetterlage!) der Gehalt ap(thund m(t) auf einem bestimmten|
Niveau, wenn keine externen Veranderungen (Fahoterh) vorgenommen werden.

Dieses Niveau kann aber unter Umstanden (in Ablgéedivon den Konstanten und den biologischen Gegjediten)
gesundheitsschadlich sein! Daher zeigt dieses Beugg auf, dass durch legistische MalRnahmen (zeBcl@vindigkeits-
beschrankungen oder temporére Fahrverbote etgdgiiffen werden muss, um die Konstanten (Sattigwege) Nm und

Nmy auf ein ertragliches Maf3 zu senken! Dies geschieth tatséchlich in der Praxis (beispielsweiselzbéngige
Geschwindigkeitsbeschréankungen an bestimmten Abhtadeschnitten in Tirol und Salzburg)

Noch eine Anmerkung zum Begriff "Saurer Regen":

Regen ist duuch den Gehalt an saurebildenden Oiidaer Luft (zum Beispiel Cg) von Natur aus leicht sauer, unte

"Sauren Regen" versteht man aber die zusatzlicrealferung des Regens durch den Menschen (unteihatd
pH-Wertes von 5,6). Diese wird in erster Linie duBchwefeldioxid und Stickoxide verursacht, weldoech die
Verbrennung fossiler Rohstoffe in die Luft gelang@ort konnen diese Oxide zu schwefeliger Saurbwstelsaure
sowie Salpetersaure weiterreagieren und zur Vensageles Regens fiihren. Dieses Problem war in @éger und
80-iger Jahren des vorigen Jahrhunderts in EurngaNwrdamerika von grof3er Bedeutung, verschiedaiaische
MaRnahmen haben das Problem des "Sauren Regenisitiegirin Europa inzwischen deutlich reduzierteAdings ist
aktuell der Saure Regen (und nebenbei gesagt aualevn der "Saure Nebel”) in Gegenden mit steiganderbrauch
fossiler Rohstoffe (zum Beispiel in China!) ein @es Problem!

4) Numerische Ldsung des Differentialgleichungssyeins (mit der Funktion rkfest)

Ausgangspunkt ist wiederum unser Differentialglaingssystem:
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j—tml(t) = kg Oy (t) + €1

j—tmz(t) = ky My () - ka [y (1) + &2

Die Funktion rkfest verwendet das Runge-Kutta-\tea vierter Ordnung mit fester Schrittweite.
QRIGIN= 1

Unter Angabe der Oxidationsraten, der Emissionsraitel der Startwerte flr die Mengen laRt sich deste®n mit
dem Befehl rkfest wie folgt I[6sen.

0.04 200 1000 Index 1 entspricht Schwefelwasserstoff, Index 2
k:= 6= = , c
0.03 100 0 entspricht Schwefeldioxid.

Zur endglltigen Lésung wird an dieser Stelle noieh\Mtrix der ersten Ableitungen eingefuhrt.

—| +
k1 IZm1 €1
D(t,m) := . .
- +
1 I:rn1 2 [m2 €, 1 2 3
1 0 1-103 0
. .103
t0:=0 Anfangszeitpunkt 2 0.2 108210 28.044
3 04| 1.063-108 56.173
t1 := 200 Endzeitpunkt 4 06| 1.095.10 84.385
. .103
Ni=1000  Schrite 5 08| 1126-10 112.677
6 1| 1.157-103|  141.047
f := rkfest(m ,t0,t1,N,D) 7 12| 1.187-103 169.493
f=[s 14| 1.218-103| 198.012
9 16| 1.248103|  226.602
10 18| 1.278-10 255.26
11 2| 1.308-10%| 283.984
12 22| 1337103 312.772
13 24| 1366108  341.621
14 26| 1.395.108 370.53
15 28| 1424103  399.495
16 3| 1.452.10°
=10
<103
6x103
4x10%
2103
0 50 100 150 200

—— Schwefelwasserstoff
—— Schwefeldioxid
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€1
fi—
k1

- kot
e 2 E(k22m20+k1[l€1+k1[52—k2[b2—k1[k2[m10—k1|:k2|:h’]20)

+

k22 -kiko
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