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Wilfried Rohm
Cluster 2: Sprungantwort zum Mend

Hinweis: Cluster 2 bezieht sich auf Hohere Technische Lehranstalten mit den Abteilungen
Elektrotechnik, Elektronik, Biomedizin und Gesundheitstechnik

Es soll das Verhalten eines Serienschwingkreises (siehe Skizzen Abb.IV.C2) beim Anlegen
einer Gleichspannung zum Zeitpunkt t = 0 (Einschaltvorgang) untersucht werden:

A U(t) :lR _L
‘

Uo
ue(t) = u(t)

C
t T
Erklarung der Abkiirzungen:

U,... angelegte Spannung
Ue...Eingangsspannung, u....Spannungsabfall am Kondensator

v

Es soll das Verhalten eines Serienschwingkreises (siehe Skizzen Abb.IV.C2) beim
Anlegen einer Gleichspannung zum Zeitpunkt t = 0 (Einschaltvorgang) untersucht
werden:

a) Zeigen Sie, dass Sie Uber das Aufstellen der Differentialgleichung fur u(t) nach
Umformung folgende Differentialgleichung erhalten kdnnen. (B2_4-AB)

2
dUc+E.dUc+ U=

1 1
2 —= U =—="U
dt L dt L-C L-C

b) An den Eingang wird eine Gleichspannung u.= Uy=50 V gelegt. Berechnen Sie den
zeitlichen Verlauf fuir ug(t) und i(t), indem Sie die obige Differentialgleichung fiir die
folgenden Parameter losen:

L=05H,C=10pF, R=600"?

Zum Zeitpunkt 0 ist das System energielos mit u¢(0) = 0 und u.‘(0) = 0.
Stellen Sie die Verlaufe der beiden Funktionen uc(t) und i(t) graphisch dar.

Hinweis: Sie kénnen die Differentialgleichung im Zeitbereich oder mit Hilfe der
Laplace-Transformation losen. (B2_4-B)

c) Beziglich des Einschaltvorganges kdnnen im Wesentlichen drei Falle unterschieden
werden. Nehmen Sie den Widerstand als veranderlich an und geben Sie bei sonst
gleichen Werten fur L und C wie in Aufgabenteil b) drei verschiedene Werte fir den
Widerstand R an, welche die einzelnen Falle charakterisieren.

Begrinden Sie die Wahl Ihrer Werte und skizzieren Sie die unterschiedlichen
Spannungsverlaufe.
(B2_4-B,D)
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Losung

a ) Aufstellen der Differentialgleichung
Ausgangspunkt : UR + U + Uc = Ug mit der Eingangsspannung u,= u,(t)

Gemal} den Grundlagen aus der Elektrotechnik gelten die folgenden Beziehungen:

ug = Rii mit = C~d—uc

2
wotLize Ly,
dt dt

Hinweis zur Schreibweise: Ableitungen wie etwa % werden in Mathcad sp geschrieben:

d.
—i
Durch Einsetzen dieser Ausdrgicke in die obere Gleichung ("Ausgangspunkt") ergibt sich:

R~C~d—u + L.C-d—zu +Uu.=u
at c dt2 c c e

Umordnen nach fallenden Potenzen der Ableitungen und Division durch L*C ergibt die
Normalform der Differentialgleichung:

2 R d 1 1

— U, + ——Up + — U= ——-U
dtzc Lac Lc¢© e

b ) Ermittlung des zeitlichen Verlaufes von uc(t) durch I6sen der obigen Differentialgleichng mit
den gegebenen Werten:

Up =50V R := 60092 L = 05H - 1010 %
MV MV

C:
MWV
UO::UO R:=R L=L C:

C fur symbolische Ausgaben
sinnvoll!

Variante 1: Losen der Differentialgleichung (herkémmlich) im Zeitbereich:

Zundchst die Losung der homogenen Gleichung d2 R d
—5Ug + U+ ——Ug = 0
. Mt dt L dt L-C
Uber den Losungsansatz u(t) = e
erhalt man die charakteristische Gleichung :
g >\2 + E-x + L =0
L L-C
4-L - C~R2
vy ¢ R
2-L 2-L

N
1 R 1
{ ] - >\2 + —-X+ — =0 auflésen,.Xx —

X L L-C
2 4L - C.R?
R N C

2-L 2-L
A -200 \ 1 . o . )
= = Die charakteristische Gleichung hat 2 reelle Lésungen -
A2 -1000/ s daher muf3 die Losung den "Kriechfall" bzw. Aperiodischen
Fall der homogenen Schwingungsgleichung liefern
Wilfried Rohm
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up(t,C1,C2) = Cl-e>\1 t + C2-e>\2t Ansatz fir die Losung der homogenen
Gleichung mit den Konstanten C1 und
C2.

Die partikulare Loésung wird am einfachsten Uber einen speziellen Ansatz mit

Bertlicksichtigung der Tatsache ermittelt, dass die Stérfunktion konstant ist.

spezieller Ansatz: Ucp := CO

Einsatzen in die Ausgangsgleichung unter der Beriicksiochtigung der Tatsache, dass die
Ableitungen von Ucp alle gleich Null sind, fuhrt zur Gleichung

Ucp _ i
L.C L-C
R . . Ucp _ Uo ;
Losung dieser Gleichung  Ucp = = — auflésen,Ucp — U
L.C L-C
Ucp = 50V
uc(t,C1,C2) := up(t,C1,C2) + Ucp Gesamtlésung

d
UL(t,CL,C2) i= L ug(t,CL,C2)

Cl=0VvV C2:=0V

Vorgabe

’ 4.L - C- R
4 L - C R
C1 C1 -62.5
MWW= Suchen(C1,C2) — = \Y;
C2 4 L_c. R C2 125
- R-Uy
’ 4.L - C- R

Hinweis: Aus nicht ersichtlichen Griinden findet diese Version von Mathcad (Mathcad 15) die
Lésung des Gleichungssystems erst nach symbolischer Auswertung!

M-t Aot Nun sind alle Konstanten festgelegt - die
/\l}lﬁgt) = Cl-e + C2-e + Up Losungsfunktion wird zur besseren Ubersicht neu
definiert

Graphische Darstellung des Spannungsverlaufes
L= 0s,0.0001s..0.04s am Kondensator
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401
301
ug(t)
—— o0t
101
0 0.01 0.02 0.03 ~o -
¢ 4.L-C-R?
; R C
4.L — C
A 2-L 2-L '(UO B -
.~ d
Fur den Strom durch den Kondensator gilt: i(t) = C'a“c(t) - C
4.L
2. | ———

Hinweis: Aus nicht ersichtlichen Griinden wird von dieser Version von Mathcad (Mathcad 15)
die Grafik fur i(t) nur dann richtig dargestellt, wenn zuvor eine symbolische Auswertung der
Ableitung erfolgt ist!

0.081

0.06

() 0.04

0.02]

0.03 0.04

Variante 2: Losung lber die Laplacetransformation

Hier sind mehrere Lésungsgange mdoglich

a) Transformation der Differntialgleichung (siehe oben) in den Bildbereich und dort deren
Lésung samt anschlieBender Rucktransformation.

b) Direkt im Bildbereich die Ubertragungsfunktion des Systems ermitteln, danach die
Ausgangsspannung U ,(s) = Uc(s) ermitteln und anschlie3end die Riicktransformation

in den Zeitbereich vornehmen.
Wir wollen hier den Lésungsweg b) wahlen, der praxisnéher erscheint

1 1
Ue(s) = (R +sL+ E)I(S) Ug(s) = E-I(S)
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U,(s) .
G(s) = a vereinfachen — ! Das ist die Ubertragungsfunktion

Ue(s) C.L.s?+ C-Rs+ 1 des Systems

Nun liegt am Eingang eine Sprungfunktion an, deren Laplacetransformierte ist:

Uo
Ue(s) = S
Uo
Ug(8) = G(8)-Ug(s) Ug(s) — .
s-(C~L-s + C-Rs+ 1)

Dies ist die Lésung im Bildbereich, welche nun in den Zeitbereich mit der Inversen
Laplacetransformation riicktransferiert wird.

Hinweis: Die Syntax der inversen Laplacetransformation ist in verschiedenen
Mathcadversionen etwas unterschiedlich!

Ug(s) invlaplace,s — -

2
’ 4L-CR
Lof|——— =
- f"l2

1 1

1R 5 5 1R
P TY (4L RrEC 1[4L-R%C oot 1{aL
.L- .R-sin| E —_—— t| - 4————=.L.co E —
4L - R%C L2.c L2.c 4L - R%C L

uy(t) = Uy ~C-

.
¢

Das Ubereinanderlegen der beiden Lésungen (iiber die Differentialgleichug im Zeitbereich und
mittels der Laplcetransformation zeigt, dass das gleiche Ergebnis erzielt wurede.

0.03 0.04

c ) Die drei gesuchten Losungsfalle ergeben sich aus den unterschiedlichen Lésungsfallen der
charakteristischen Gleichung:
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1
>\2 +—X+——=0
L-C
4-L—C-R2
v ¢ R
2-L 2-L

R 1
=24 Do —— =0 aufldsen,x —

L L-C 2
4L-CR
R N C

2-L 2-L

g ¥

Der Wurzelausdruck bestimmt die unterschiedlichen Lésungen:

R2-02 —-4.L.-C>0 ergibt fir A1 bzw. A2 zwei (negative) reelle Lésungen, was einer
aperiodischen Lésung entspricht

R2-C2 —4.L.C=0 ergibt eine relle Doppellésung, was dem aperiodischen Grenzfall
entspricht.
R2-02 -4.L.-C<0 ergibt fir A1 bzw. A2 zwei konjugiert komplexe Losungen, was dem

sogenannten "Schwingungsfall" entspricht, weil die Losung der
homogenen Gleichung zu einer gedampften Schwingung flhrt.

Um unterschiedliche Werte fir R (bei ansosnten gleichbleibenden L und C) zu bestimmen,
welche zu diesen drei I6sungsféallen fuhren, missen wir jenen Widerstand R bestimmen, fur
den der aperiodische Grenzfall vorliegt:

2+/L
I . 3
24/ Raperiodisch = E'(L'C)

\/E

(R2-02 - 4~L-C) = 0 auflésen,R —

Raperiodisch = 441.214 Q)

Ein Wert gréRer als R aperiodisch (z.B: R =800 Q) muss daher zu einer aperiodischen
I6sung fuhren.

Ein Wert kleiner als R aperiodisch (z.B: R =100 Q) muss daher zum "Schwingungsfall”
fuhren.

In der Aufgabenstellung ist nur eine skizze der mdglichen Losungen gefordert. Wir wollen
hier aber rechnerische I6sungen ermitteln.

Dazu kopieren wir die Losung, welche wir Uber die Laplacetransformation erhalten haben
herunter und machen sie gleichzeitig abhéngig von R - sodass dann anschlielRend bequem
beliebige Losungen gezeichnet werden konnen:

1R > > 1R
ot 4L - R%C 1[4L-R%C ot
C- L. -R-sin| —| —— 't - 4 —

4L -R%C L2.c 21 2c 4L-R%C

Mt,R) = Uo 1-
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80r
60[ / \
ug(t, 447.2-0) / T~
7 o S~
ug(,800-2) ol / \\/
ug(t, 100-€2) /
T 20-- / ,//
I
//
0 0.01 0.02 0.03 0.04
t
— aperiodischer Grenzfall
————— aperiodische Losung
— - Schwingungsfall
zum Menu
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